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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Από τις αρχές της δεκαετίας του ’70, η Γεωμετρία και ειδικότερα ο κλάδος της Υπολογιστικής Γεωμετρίας
έχει παρουσιάσει πολύ μεγάλη ανάπτυξη και έχει δώσει αποτελεσματικούς αλγόριθμους και τεχνικές για την
επίλυση γεωμετρικών προβλημάτων στον σχεδιασμό σχημάτων διαφόρων συσκευών, στη βιομηχανία αυτο-
κινήτων, πλοίων, αεροσκαφών, καθώς επίσης και στη Γεωλογία, στην Αρχιτεκτονική, στα Γραφικά των Υπο-
λογιστών, στην Κινηματική, στη Ρομποτική κ.α. Σκοπός του παρόντος βιβλίου είναι να δώσει μία εισαγωγή
στις απαραίτητες γεωμετρικές έννοιες για τη μελέτη προβλημάτων Γεωμετρικής Μοντελοποίησης. Πιο συ-
γκεκριμένα, δίνεται μία εισαγωγή στην Ομοπαραλληλική Γεωμετρία και παρουσιάζονται βασικές έννοιες και
αποτελέσματά της. Σε αυτά τα θέματα περιέχεται όλο το απαραίτητο υπόβαθρο γνώσεων το οποίο θα αποτε-
λέσει τη βάση για την παρουσίαση στη συνέχεια των παραμετρικών καμπυλών και επιφανειών, καθώς και των
βασικών αλγορίθμων τους οι οποίοι χρησιμοποιούνται στη ΓεωμετρικήΜοντελοποίηση.

Το παρόν βιβλίο αποτελείται από δέκα κεφάλαια και ένα παράρτημα. Τα πρώτα πέντε κεφάλαια είναι μία
εισαγωγή στους ομοπαραλληλικούς χώρους και απεικονίσεις, ενώ τα άλλα πέντε μελετούν βασικά εργαλεία
της ΓεωμετρικήςΜοντελοποίησης.Πιο συγκεκριμένα: Στο πρώτο κεφάλαιο εισάγονται οι έννοιες του ομοπα-
ραλληλικού χώρου, βαρύκεντρου, ομοπαραλληλικού υποχώρου, ομοπαραλληλικού πλαισίου και δίνονται οι
βασικές τους ιδιότητες. Το δεύτερο κεφάλαιο είναι αφιερωμένο στα κλασικά θεωρήματα των Θαλή, Πάππου,
Μενελάου,Desargues καιCeva. Στο τρίτο κεφάλαιο μελετώνται οι ομοπαραλληλικές απεικονίσεις, ομάδες και
μορφές. Η εμφύτευση ενός ομοπαραλληλικού χώρου μέσα σε έναν γραμμικό χώρο και η επέκταση των ομο-
παραλληλικών απεικονίσεων σε γραμμικές είναι το αντικείμενο του τετάρτου κεφαλαίου. Στο πέμπτο κεφά-
λαιο εισάγεται η έννοια της πολυομοπαραλληλικής απεικόνισης, της πολικής της μορφής και παρουσιάζονται
βασικές ιδιότητές τους. Οι πολυωνυμικές καμπύλες είναι το αντικείμενο του έκτου κεφαλαίου. Ειδικότερα,
μελετάται η μορφή του Bézier αυτών των καμπυλών η οποία αποτελεί βασικό εργαλείο σχεδίασης γραφικών
στους υπολογιστές. Στο έβδομο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι αλγόριθμοι των de Casteljau, de Boor, ο αλ-
γόριθμος υποδιαίρεσης και μελετάται η συνένωση δύο καμπυλών. Το όγδοο κεφάλαιο είναι αφιερωμένο στις
B-spline καμπύλες, στις βασικές τους ιδιότητες και αλγόριθμους. Στο ένατο κεφάλαιο μελετώνται οι καμπύ-
λες παρεμβολής και ειδικότερα οι μέθοδοι των Vandermonde, Aitken, τα πολυώνυμα του Langrange και οι
κυβικές παρεμβολές τουHermite και B-spline.Οι πολυωνυμικές επιφάνειες μελετώνται στο δέκατο κεφάλαιο
σε σχέση με τον τρόπο κατά τον οποίο έχουμε ορίσει τις πολικές μορφές τους και παρουσιάζονται εκδοχές του
αλγορίθμου του de Casteljau και του αλγορίθμου υποδιαίρεσης. Τέλος, το παράρτημα περιέχει όλες τις έν-
νοιες και τα βασικά αποτελέσματα της Γραμμικής Άλγεβρας τα οποία χρησιμοποιούνται στο κείμενό μας.

Θα χρησιμοποιούμε τα συνήθη σύμβολα της Θεωρίας Συνολων: ∈, ⊆, ⊂,∩ και∪. Aν𝑋 και 𝑌 είναι υποσύ-
νολα του ίδιου συνόλου, τότε συμβολίζουμε με 𝑋 ⧵ 𝑌 το σύνολο των στοιχείων του 𝑋 που δεν ανήκουν στο
𝑌. Επίσης, θα συμβολίζουμε μεℕ το σύνολο των φυσικών αριθμών {0, 1, 2, …}, μεℤ το σύνολο των ακεραίων

v



vi ΕΙΣΑΓΩΓΗ

αριθμών και μεℚ καιℝ τα σύνολα των ρητών και πραγματικών αριθμών, αντίστοιχα. Ας είναι 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 μία
απεικόνιση. Θα λέμε ότι η 𝑓 είναι ένεση, αν για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 με 𝑥 ≠ 𝑦 έχουμε 𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑦) και έφεση αν για
κάθε 𝑧 ∈ 𝐵 υπάρχει 𝑥 ∈ 𝐴 με 𝑓(𝑥) = 𝑧. Αν η 𝑓 είναι ένεση και έφεση, τότε θα λέμε ότι είναι αμφίεση. Τέλος, αν
𝐶 ⊂ 𝐴, τότε θα συμβολίζουμε με 𝑓|𝐶 τον περιορισμό της 𝑓 επί του 𝐶.

Θεσσαλονίκη

Νοέμβριος 2021
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ΟΜΟΠΑΡΑΛΛΗΛΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ

Σύνοψη
Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται βασικές έννοιες της ομοπαραλληλικής γεωμετρίας. Ειδικότερα μελετώ-
νται οι ομοπαραλληλικοί χώροι, βαρύκεντρα, ομοπαραλληλικοί υποχώροι και πλαίσια. Για περισσότερες πλη-
ροφορίες ο αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στις βιβλιογραφικές αναφορές οι οποίες παρατίθενται στο τέλος
του κεφαλαίου.

1.1 Ορισμοί - Παραδείγματα

Ας είναι ℰ ένα μη κενό σύνολο, ℰ⃗ ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης και
+ ∶ ℰ × ℰ⃗ → ℰ μία απεικόνιση. Θα συμβολίζουμε συνήθως τα στοιχεία του ℰ με λατινικά γράμματα,
𝑎, 𝑏, 𝑐, … ,𝐴, 𝐵, 𝐶,…, ενώταστοιχεία του ℰ⃗ με λατινικάγράμματα ταοποίαφέρουνβελάκια,𝑎, �⃗�, �⃗�, … ,𝐴, �⃗�, �⃗�, ….
Επίσης, θα συμβολίζουμε με 0⃗, το ουδέτερο στοιχείο για την πρόσθεση του ℰ⃗ .

Ορισμός 1.1. Η τριάδα (ℰ , ℰ⃗ , +) καλείται ομοπαραλληλικός χώρος, αν ισχύουν οι εξής ιδιότητες:
(A1) Για κάθε 𝑎 ∈ ℰ , έχουμε 𝑎 + 0⃗ = 𝑎.
(A2) Για κάθε 𝑎 ∈ ℰ και �⃗�, �⃗� ∈ ℰ⃗ ισχύει (𝑎 + �⃗�) + �⃗� = 𝑎 + (�⃗� + �⃗�).
(A3) Για κάθε 𝑎, 𝑏 ∈ ℰ υπάρχει μοναδικό �⃗� ∈ ℰ⃗ τέτοιο, ώστε 𝑎 + �⃗� = 𝑏. Το στοιχείο �⃗� συμβολίζεται με 𝑎𝑏 ή

𝑏 − 𝑎.
Τα στοιχεία τουℰ καλούνται σημεία και τα στοιχεία του ℰ⃗ διανύσματα του ομοπαραλληλικού χώρου (ℰ , ℰ⃗ , +).

Συχνά θ’ αναφέρουμε έναν ομοπαραλληλικό χώρο (ℰ , ℰ⃗ , +) ως ομοπαραλληλικό χώρο ℰ όταν υπονοείται
ο διανυσματικός χώρος ℰ⃗ και η απεικόνιση +.

Ορισμός 1.2. Διάσταση του ομοπαραλληλικού χώρου (ℰ , ℰ⃗ , +) καλείται η διάσταση του ℰ⃗ και συμβολίζεται
με dimℰ , δηλαδή dimℰ = dim ℰ⃗ .

Δόσπρα Π. και Πουλάκης Δ. (2022). «Ομοπαραλληλικοί Χώροι και ΓεωμετρικήΜοντελοποίηση».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. https://www.kallipos.gr/images/kalliposplus/A4/XelatexGuide.pdf

Creative Commons Αναφορά Δημιουργού - Μη Εμπορική Χρήση - Παρόμοια Διανομή 4.0

https://www.kallipos.gr/images/kalliposplus/A4/XelatexGuide.pdf
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Πρόταση 1.1. Ας είναι 𝑎 ∈ ℰ . Τότε, οι απεικονίσεις

Ψ𝑎 ∶ ℰ ⟶ ℰ⃗ , 𝑏⟼ 𝑎𝑏

και
Φ𝑎 ∶ ℰ⃗ ⟶ ℰ , �⃗�⟼ 𝑎 + �⃗�

είναι αμφιέσεις και ισχύειΨ𝑎 = Φ−1
𝑎 .

Απόδειξη. Για κάθε 𝑏 ∈ ℰ έχουμε:

(Φ𝑎 ∘ Ψ𝑎)(𝑏) = Φ𝑎(Ψ𝑎(𝑏)) = Φ𝑎(𝑎𝑏) = 𝑎 + 𝑎𝑏 = 𝑏.

Eπίσης, για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ ισχύει:

(Ψ𝑎 ∘ Φ𝑎)(�⃗�) = Ψ𝑎(Φ𝑎(�⃗�)) = Ψ𝑎(𝑎 + �⃗�) = �⃗�.

’ρα, οι απεικονίσειςΦ𝑎 καιΨ𝑎 είναι αμφιέσεις και η μία είναι αντίστροφη της άλλης.

Παράδειγμα 1.1. Ας είναι ℰ = {𝑎} και ℰ⃗ = {0⃗}. Επίσης, θεωρούμε την απεικόνιση + ∶ ℰ × ℰ⃗ → ℰ με
𝑎 + 0⃗ = 𝑎. Η τριάδα (ℰ , ℰ⃗ , +) είναι ένας ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 0.

Παράδειγμα 1.2. Ας είναι ℰ⃗ ένας πραγματικός δυανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης. Θέτoντας
ℰ = ℰ⃗ και θεωρώντας ως απεικόνιση + την πρόσθεση των στοιχείων του ℰ⃗ , ορίζουμε τον ομοπαραλληλικό
χώρο (ℰ , ℰ⃗ , +), ο οποίος καλείται κανονική ομοπαραλληλική δομή επί του ℰ⃗ . Στην περίπτωση όπου ℰ⃗ = ℝ𝑛,
θα συμβολίζουμε με Α𝑛 το αντίστοιχο σύνολο ℰ και έτσι έχουμε τον ομοπαραλληλικό χώρο (Α𝑛, ℝ𝑛, +), ο
οποίος καλείται πραγματικός ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 𝑛. Για να διακρίνουμε τα στοιχεία του ℝ𝑛 ως
σημεία τουΑ𝑛 και ως διανύσματα τουℝ𝑛, θα τα γράφουμεως διανύσματα-γραμμές και ως διανύσματα-στήλες,
αντίστοιχα. Έτσι, έχουμε

(𝑎1, … , 𝑎𝑛) +

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏1
⋮
𝑏𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= (𝑎1 + 𝑏1, … , 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)

για κάθε (𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∈ Α𝑛 και

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏1
⋮
𝑏𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ ℝ𝑛. Επίσης, αν 𝑣 είναι ένα σημείo τουΑ𝑛, τότε θα συμβολίζουμε με �⃗� το

αντίστοιχο διάνυσμα-στήλη.

Παράδειγμα 1.3. Θεωρούμε το σύνολο

ℰ = {(𝑥, 1)/ 𝑥 ∈ ℝ},

τον πραγματικό διανυσματικό χώρο

ℰ⃗ = 
𝑎
0 / 𝑎 ∈ ℝ

και την απεικόνιση

+ ∶ ℰ × ℰ⃗ ⟶ ℰ , ((𝑥, 1), 
𝑎
0)⟼ (𝑥 + 𝑎, 1).

Θα δείξουμε ότι η τριάδα (ℰ , ℰ⃗ , +) αποτελεί έναν ομοπαραλληλικό χώρο. Πράγματι, για κάθε (𝑥, 1) ∈ ℰ
ισχύει:

(𝑥, 1) + 
0
0 = (𝑥 + 0, 1) = (𝑥, 1).
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Για κάθε (𝑥, 1) ∈ ℰ και 
𝑎
0 , 

𝑏
0 ∈ ℰ⃗ έχουμε:

(𝑥, 1) + 
𝑎
0 + 

𝑏
0 = (𝑥 + 𝑎, 1) + 

𝑏
0 ,

= ((𝑥 + 𝑎) + 𝑏, 1),
= (𝑥 + (𝑎 + 𝑏), 1),

= (𝑥, 1) + 
𝑎 + 𝑏
0  ,

= (𝑥, 1) + 
𝑎
0 + 

𝑏
0 .

Aς είναι (𝑥, 1), (𝑦, 1) ∈ ℰ . Θέτουμε 𝑎 = 𝑦 − 𝑥 και έχουμε:

(𝑥, 1) + 
𝑎
0 = (𝑥 + 𝑎, 1) = (𝑦, 1).

Καθώς ο πραγματικός αριθμός 𝑎 είναι ο μοναδικός με την ιδιότητα 𝑥 + 𝑎 = 𝑦, το διάνυσμα 
𝑎
0 ∈ ℰ⃗ που

ικανοποιεί την παραπάνω ισότητα είναι επίσης μοναδικό. Τέλος, ο διανυσματικός χώρος ℰ⃗ είναι ισόμορφος με
τον ℝ και επομένως η διάστασή του ισούται με 1. Συνεπώς, η τριάδα (ℰ , ℰ⃗ , +) είναι ένας ομοπαραλληλικός
χώρος διάστασης 1.

Παράδειγμα 1.4. Θεωρούμε το σύνολο

𝒫 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2/ 𝑥 + 𝑦 = 1}

και ορίζουμε την απεικόνιση

+ ∶ 𝒫 × ℝ⟶𝒫, ((𝑥, 𝑦), 𝑢)⟼ (𝑥 + 𝑢, 𝑦 − 𝑢).

Θα δείξουμε ότι η τριάδα (𝒫 ,ℝ, +) είναι ένας ομοπαραλληλικός χώρος. Για κάθε (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒫 ισχύει:

(𝑥, 𝑦) + 0 = (𝑥 + 0, 𝑦 − 0) = (𝑥, 𝑦).

Αν (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒫 και 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ , τότε έχουμε:

((𝑥, 𝑦) + 𝑢) + 𝑣 = (𝑥 + 𝑢, 𝑦 − 𝑢) + 𝑣,
= ((𝑥 + 𝑢) + 𝑣, (𝑦 − 𝑢) − 𝑣),
= (𝑥 + (𝑢 + 𝑣), 𝑦 − (𝑢 + 𝑣)),
= (𝑥, 𝑦) + 𝑢 + 𝑣.

Επίσης, αν (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝒫 , τότε 𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 = 1 (𝑖 = 1, 2) και επομένως 𝑦𝑖 = 1 − 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2). Θέτουμε
𝑢 = 𝑥2 − 𝑥1 και έχουμε 𝑥2 = 𝑥1 + 𝑢, απ’ όπου έπεται

𝑦2 = 1 − 𝑥2 = 1 − (𝑥1 + 𝑢) = 𝑦1 − 𝑢.

’ρα, παίρνουμε:
(𝑥1, 𝑦1) + 𝑢 = (𝑥1 + 𝑢, 𝑦1 − 𝑢) = (𝑥2, 𝑦2).

Αν 𝑢′ ∈ ℝ είναι τέτοιο, ώστε να ισχύει

(𝑥1, 𝑦1) + 𝑢 = (𝑥2, 𝑦2) = (𝑥1, 𝑦1) + 𝑢′,

τότε έχουμε (𝑥1 + 𝑢, 𝑦1 − 𝑢) = (𝑥1 + 𝑢′, 𝑦1 − 𝑢′), απ’ όπου 𝑢 = 𝑢′. ’ρα, η τριάδα (𝒫 ,ℝ, +) είναι ένας ομοπα-
ραλληλικός χώρος διάστασης 1.
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Παράδειγμα 1.5. Ας είναι το σύνολο

𝒫 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3/ 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧 = 0}.

Θεωρούμε την απεικόνιση

+ ∶ 𝒫 × ℝ2 ⟶𝒫, ((𝑥, 𝑦, 𝑧), 
𝑢
𝑣)⟼ (𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, (𝑥 + 𝑢)2 + (𝑦 + 𝑣)2).

Η τριάδα (𝒫 ,ℝ2, +) είναι ένας ομοπαραλληλικός χώρος. Πράγματι, για κάθε (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝒫 έχουμε:

(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 
0
0 = (𝑥 + 0, 𝑦 + 0, (𝑥 + 0)

2 + (𝑦 + 0)2) = (𝑥, 𝑦, 𝑥2 + 𝑦2) = (𝑥, 𝑦, 𝑧).

Ας είναι (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝒫 και 
𝑢1
𝑢2
 , 

𝑣1
𝑣2
 ∈ ℝ2. Τότε, έχουμε:

(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 
𝑢1
𝑢2
 + 

𝑣1
𝑣2
 = (𝑥 + 𝑢1, 𝑦 + 𝑢2, (𝑥 + 𝑢1)2 + (𝑦 + 𝑢2)2) + 

𝑣1
𝑣2


= ((𝑥 + 𝑢1) + 𝑣1, (𝑦 + 𝑢2) + 𝑣2, ((𝑥 + 𝑢1) + 𝑣1)2 + ((𝑦 + 𝑢2) + 𝑣2)2)

= (𝑥 + (𝑢1 + 𝑣1), 𝑦 + (𝑢2 + 𝑣2), (𝑥 + (𝑢1 + 𝑣1))2 + (𝑦 + (𝑢2 + 𝑣2))2)

= (𝑥, 𝑦, 𝑧) + 
𝑢1 + 𝑣1
𝑢2 + 𝑣2

.

Τέλος, ας είναι (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) ∈ 𝒫 (𝑖 = 1, 2). Θέτουμε 𝑎 = 𝑥2 − 𝑥1 και 𝑏 = 𝑦2 − 𝑦1. Tότε, παίρνουμε:

(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) + 
𝑎
𝑏 =

(𝑥1 + 𝑎, 𝑦1 + 𝑏, (𝑥1 + 𝑎)2 + (𝑦1 + 𝑏)2) = (𝑥2, 𝑦2, 𝑥22 + 𝑦22) = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2).

Αν 
𝑎′
𝑏′ ∈ ℝ

2 είναι ένα άλλο διάνυσμα τέτοιο, ώστε

(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) + 
𝑎′
𝑏′ = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2),

τότε
(𝑥1 + 𝑎′, 𝑦1 + 𝑏′, (𝑥1 + 𝑎)2 + (𝑦1 + 𝑏)2) = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2),

απ’ όπου 𝑎′ = 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑎 και 𝑏′ = 𝑦2 − 𝑦1 = 𝑏. Επομένως, το διάνυσμα 
𝑎
𝑏 είναι μοναδικό. ’ρα, η τριάδα

(𝒫 ,ℝ2, +) είναι ένας ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 2.

Παράδειγμα 1.6. Ας είναι 𝑛 θετικός ακέραιος. Θεωρούμε το σύνολοℝ𝑛[𝑥] το οποίο αποτελείται από όλα τα
πολυώνυμα 𝑓(𝑥) τουℝ[𝑥] με deg 𝑓 ≤ 𝑛. Toℝ𝑛[𝑥] εφοδιασμένο με τη συνήθη πρόσθεση πολυωνύμων και τον
πολλαπλασιασμό πραγματικού αριθμού με πολυώνυμο είναι έναςℝ-διανυσματικός χώρος διάστασης 𝑛 + 1.

Συμβολίζουμε με𝒫𝑛,1 και𝒫𝑛,0 τα σύνολο των πολυωνύμων 𝑓(𝑥) ∈ ℝ𝑛[𝑥] με


1

0
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 1 και 

1

0
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0,
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αντίστοιχα. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το σύνολο𝒫𝑛,0 είναι διανυσματικός υποχώρος του ℝ𝑛[𝑥]. Αν 𝑓(𝑥) ∈
𝒫𝑛,1 και 𝑔(𝑥) ∈ 𝒫𝑛,0, τότε έχουμε


1

0
(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 = 

1

0
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 +

1

0
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 1 + 0 = 1.

Άρα, έχουμε την απεικόνιση

+ ∶ 𝒫𝑛,1 ×𝒫𝑛,0 ⟶𝒫𝑛,1, (𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥))⟼ 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥).

Χρησιμοποιώντας στοιχειώδεις ιδιότητες των πολυωνύμων επαληθεύουμε ότι η τριάδα (𝒫𝑛,1,𝒫𝑛,0, +) είναι
ένας ομοπαραλληλικός χώρος.

Ας είναι 𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ένα πολυώνυμο τουℝ𝑛[𝑥]. Τότε 𝑓(𝑥) ∈ 𝒫𝑛,0 αν και μόνον αν ισχύει:

0 = 
1

0
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑎0 +

𝑎1
2 +⋯ + 𝑎𝑛

𝑛 + 1 = 0.

Ο χώρος των λύσεων της παραπάνω εξίσωσης έχει διάσταση 𝑛 και επομένως dim𝒫𝑛,0 = 𝑛. Συνεπώς, η διά-
σταση του χώρου (𝒫𝑛,1,𝒫𝑛,0, +) είναι 𝑛.

Δεν πρέπει να συγχέουμε το σύμβολο της πρόσθεσης + στον διανυσματικό χώρο ℰ⃗ με το σύμβολο στο
οποίο αντιστοιχεί ένα σημείο και ένα διάνυσμα σ’ ένα σημείο. Ας σημειωθεί ότι δεν έχει οριστεί πρόσθεση
μεταξύ των σημείων του ℰ , ενώ για κάθε ζεύγος 𝑥, 𝑦 ∈ ℰ έχουμε ορίσει ήδη τη διαφορά 𝑦 − 𝑥.

Πρόταση 1.2. Ας είναι 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℰ . Ισχύουν τα εξής:
(α) 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 = 𝑎𝑐 (Ταυτότητα του 𝐶ℎ𝑎𝑠𝑙𝑒𝑠).
(β) 𝑎𝑏 = 0⃗ ⇔ 𝑎 = 𝑏.
(γ) 𝑏𝑎 = −𝑎𝑏.
(δ) 𝑎𝑏 = 𝑑𝑐 ⇔ 𝑏𝑐 = 𝑎𝑑 (Nόμος του Παραλληλογράμμου).

Απόδειξη. (α) Έχουμε:
𝑐 = 𝑎 + 𝑎𝑐, 𝑏 = 𝑎 + 𝑎𝑏, 𝑐 = 𝑏 + 𝑏𝑐.

Έτσι, προκύπτει:
𝑐 = 𝑏 + 𝑏𝑐 = (𝑎 + 𝑎𝑏) + 𝑏𝑐 = 𝑎 + (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐).

Οπότε, από την ιδιότητα (Α3), παίρνουμε 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 = 𝑎𝑐.
(β) Έχουμε 𝑎 = 𝑎 + 𝑎𝑎 και από την ιδιότητα (Α1) ισχύει 𝑎 = 𝑎 + 0⃗. Έτσι, από την ιδιότητα (Α3) έπεται

𝑎𝑎 = 0⃗. Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι 𝑎𝑏 = 0⃗. Επομένως, έχουμε 𝑏 = 𝑎 + 𝑎𝑏 = 𝑎 + 0⃗ = 𝑎.
(γ) Από τις (α) και (β) έχουμε:

𝑎𝑏 + 𝑏𝑎 = 𝑎𝑎 = 0⃗.

Eπομένως, ισχύει 𝑏𝑎 = −𝑎𝑏.
(δ) Από την (α) έχουμε:

𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 = 𝑎𝑐 = 𝑎𝑑 + 𝑑𝑐.

Έτσι, προκύπτει:
𝑎𝑏 = 𝑑𝑐⟺ 𝑏𝑐 = 𝑎𝑑.

Παρατήρηση 1.1. Ας είναι (ℰ , ℰ⃗ , +) ένας ομοπαραλληλικός χώρος. Θεωρούμε την απεικόνιση

Ψ ∶ ℰ × ℰ ⟶ ℰ⃗ , (𝑎, 𝑏)⟼ 𝑎𝑏.
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Από την Πρόταση 1.2 έχουμε ότι για κάθε 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℰ ισχύει:

Ψ(𝑎, 𝑏) + Ψ(𝑏, 𝑐) = Ψ(𝑎, 𝑐).

Επιπλέον, από την Πρόταση 1.1 έπεται ότι για κάθε 𝑎 ∈ ℰ , η απεικόνιση

Ψ𝑎 ∶ ℰ ⟶ ℰ⃗ , 𝑏⟼Ψ(𝑎, 𝑏)

είναι αμφίεση. Τέλος, για κάθε 𝑎 ∈ ℰ και �⃗� ∈ ℰ⃗ έχουμε 𝑎 + �⃗� = Ψ−1
𝑎 (�⃗�).

Στην επόμενη πρόταση θα δείξουμε ότι μία συνάρτηση Ψ με τις παραπάνω ιδιότητες ορίζει έναν ομοπα-
ραλληλικό χώρο.

Πρόταση 1.3. Ας είναι ℰ ένα μη κενό σύνολο, ℰ⃗ ένας ℝ-διανυσματικός χώρος και Ψ ∶ ℰ × ℰ → ℰ⃗ μία
απεικόνιση με τις εξής ιδιότητες:
(α) Ψ(𝑎, 𝑏) + Ψ(𝑏, 𝑐) = Ψ(𝑎, 𝑐), για κάθε 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℰ .
(β) Για κάθε 𝑎 ∈ ℰ , η απεικόνιση

Ψ𝑎 ∶ ℰ ⟶ ℰ⃗ , 𝑏⟼Ψ(𝑎, 𝑏)

είναι αμφίεση.
Επιπλέον, θεωρούμε την απεικόνιση

+ ∶ ℰ × ℰ⃗ ⟶ ℰ , (𝑎, �⃗�) ⟼ Ψ−1
𝑎 (�⃗�).

Τότε, η τριάδα (ℰ , ℰ⃗ , +) είναι ένας ομοπαραλληλικός χώρος.

Απόδειξη. Θα δείξουμε πρώτα την ιδιότητα (Α1). Για κάθε 𝑎, 𝑐 ∈ ℰ ισχύει:

Ψ(𝑎, 𝑎) + Ψ(𝑎, 𝑐) = Ψ(𝑎, 𝑐).

Έτσι, παίρνουμεΨ(𝑎, 𝑎) = 0⃗ και επομένωςΨ𝑎(𝑎) = 0⃗, απ’ όπουΨ−1
𝑎 (0⃗) = 𝑎. Οπότε, έχουμε:

𝑎 + 0⃗ = Ψ−1
𝑎 (0⃗) = 𝑎.

’ρα, η ιδιότητα (Α1) αληθεύει.
Στη συνέχεια, θα δείξουμε ότι για κάθε 𝑎 ∈ ℰ και κάθε �⃗�, �⃗� ∈ �⃗� ισχύει:

𝑎 + (�⃗� + �⃗�) = (𝑎 + �⃗�) + �⃗�,

ή ισοδύναμα
Ψ−1
𝑎 (�⃗� + �⃗�) = Ψ−1

𝑎 (�⃗�) + �⃗�,

ή
�⃗� + �⃗� = Ψ𝑎(Ψ−1

𝑎 (�⃗�) + �⃗�).

Έχουμε:

Ψ𝑎(Ψ−1
𝑎 (�⃗�) + �⃗�) = Ψ(𝑎,Ψ−1

𝑎 (�⃗�) + �⃗�)
= Ψ(𝑎,Ψ−1

𝑎 (�⃗�)) + Ψ(Ψ−1
𝑎 (�⃗�),Ψ−1

𝑎 (�⃗�) + �⃗�)
= Ψ𝑎(Ψ−1

𝑎 (�⃗�)) + ΨΨ−1𝑎 (�⃗�)(Ψ−1
𝑎 (�⃗�) + �⃗�)

= Ψ𝑎(Ψ−1
𝑎 (�⃗�)) + ΨΨ−1𝑎 (�⃗�)(Ψ−1

Φ−1𝑎 (�⃗�)(𝑣))
= �⃗� + �⃗�.

Επομένως, η ιδιότητα (Α2) ισχύει.
Τέλος, θα δείξουμε ότι η ιδιότητα (Α3) αληθεύει. Ας είναι 𝑎, 𝑏 ∈ ℰ . Επειδή η απεικόνισηΨ𝑎 είναι αμφίεση,

υπάρχει μοναδικό �⃗� ∈ �⃗� τέτοιο, ώστεΨ−1
𝑎 (�⃗�) = 𝑏 που ισοδυναμεί με 𝑎+�⃗� = 𝑏. ’ρα, ισχύει και η ιδιότητα (Α3).

Συνεπώς, η τριάδα (ℰ , ℰ⃗ , +) αποτελεί έναν ομοπαραλληλικό χώρο.
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1.2 Βαρύκεντρα

Ας είναι (ℰ , ℰ⃗ , +) ένας ομοπαραλληλικός χώρος.

Πρόταση 1.4. Ας είναι 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℰ και 𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ ℝ με∑𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖 = 1. Τότε, για κάθε 𝑎, 𝑏 ∈ ℰ , ισχύει:

𝑎 +
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖 = 𝑏 +
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑎𝑖.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 1.2(α) έχουμε:

𝑎 +
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖 = 𝑎 +
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖(𝑎𝑏 +𝑏𝑎𝑖)

= 𝑎 +

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑎𝑏 +

𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑎𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 𝑎 +

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎𝑏 +

𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑎𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= (𝑎 + 𝑎𝑏) +
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑎𝑖

= 𝑏 +
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑎𝑖.

Σύμφωνα με την παραπάνω πρόταση έχουμε ότι το σημείο

𝑔 = 𝑎 +
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖

είναι ανεξάρτητο από το σημείο 𝑎 και εξαρτάται μόνον από τα σημεία 𝑎𝑖 και τους αριθμούς 𝜆𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛).
Έτσι, το σημείο 𝑔 θα συμβολίζεται με

𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑖.

Ορισμός 1.3. Κάθε ζεύγος (𝑎, 𝜆), όπου 𝑎 ∈ ℰ και 𝜆 ∈ ℝ, καλείται βεβαρημένο σημείο του ℰ . Ο αριθμός 𝜆
καλείται βάρος του σημείου 𝑎. Βαρύκεντρο ή ομοπαραλληλικός συνδυασμός των βεβαρημένων σημείων (𝑎𝑖, 𝜆𝑖)
(𝑖 = 1, … , 𝑛), με∑𝑛

𝑖=1 𝜆𝑖 = 1, καλείται το σημείο∑
𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖𝑎𝑖.

Ας είναι 𝑔 το βαρύκεντρο των (𝑎1, 𝜆1), … , (𝑎𝑛𝜆𝑛). Τότε, για κάθε 𝑎 ∈ ℰ έχουμε:

𝑎𝑔 =
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖.

Αν 𝑒 ∈ ℰ είναι σημείο τέτοιο, ώστε για κάθε 𝑎 ∈ ℰ να ισχύει

𝑎𝑒 =
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖,
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τότε 𝑎𝑔 = 𝑎𝑒. Έτσι, έχουμε
𝑒𝑔 = 𝑒𝑎 + 𝑎𝑔 = 𝑒𝑎 + 𝑎𝑒 = 𝑒𝑒 = 0⃗,

απ’ όπου 𝑔 = 𝑒. Άρα, το βαρύκεντρο 𝑔 των (𝑎1, 𝜆1), … , (𝑎𝑛𝜆𝑛) είναι το μοναδικό σημείο τέτοιο, ώστε για κάθε
𝑎 ∈ ℰ να ισχύει:

𝑎𝑔 =
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖.

Θέτοντας 𝑎 = 𝑔, παίρνουμε:
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑔𝑎𝑖 = 0⃗.

Αντιστρόφως, αν ισχύει η παραπάνω ισότητα, τότε για κάθε 𝑎 ∈ ℰ έχουμε

𝑎𝑔 = 𝑎𝑔 +
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑔𝑎𝑖 =
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖(𝑎𝑔 + 𝑔𝑎𝑖) =
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖.

Άρα, το βαρύκεντρο 𝑔 είναι το μοναδικό σημείο τέτοιο, ώστε να ισχύει

𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑔𝑎𝑖 = 0⃗.

Επίσης, αν𝜆1 = 0, τότε τοβαρύκεντρο𝑔 των (𝑎1, 𝜆1), … , (𝑎𝑛, 𝜆𝑛) ισούται με τοβαρύκεντρο𝑦 των (𝑎2, 𝜆2), … , (𝑎𝑛, 𝜆𝑛).
Πράγματι, για τυχόν σημείο 𝑎 ∈ ℰ έχουμε:

𝑔 = 𝑎 +
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖 = 𝑎 +
𝑛

𝑖=2

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖 = 𝑦.

Πρόταση 1.5. Ας είναι (𝑎1, 𝜆1), … , (𝑎𝑛, 𝜆𝑛) βεβαρημένα σημεία με 𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑛 = 1 και 𝑔 το βαρύκεντρό τους.
Αν 𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑘 ≠ 0 και 𝑏𝑘 είναι το βαρύκεντρο των (𝑎𝑗, 𝜆𝑗/(𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑘)) (𝑗 = 1, … , 𝑘) με 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1, τότε
έχουμε:

𝑔 = (𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑘)𝑏𝑘 + 𝜆𝑘+1𝑎𝑘+1 +⋯+ 𝜆𝑛𝑎𝑛.

Απόδειξη. Ας είναι 𝑎 ∈ ℰ . Έχουμε:

𝑔 = 𝑎 +
𝑘

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖

= 𝑎 + (𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑘)
𝑘

𝑖=1

𝜆𝑖
𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑘

𝑎𝑎𝑖 +
𝑛

𝑖=𝑘+1

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖

= 𝑎 + (𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑘)𝑎𝑏𝑘 +
𝑛

𝑖=𝑘+1

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖

= (𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑘)𝑏𝑘 + 𝜆𝑘+1𝑎𝑘+1 +⋯+ 𝜆𝑛𝑎𝑛.

Πόρισμα 1.1. Ο υπολογισμός του βαρυκέντρου 𝑛 ≥ 3 βεβαρημένων σημείων είναι δυνατόν ν’ αναχθεί στον
υπολογισμό 𝑛 − 1 βαρυκέντρων δύο σημείων.
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Απόδειξη. Ας είναι (𝑎1, 𝜆1), … , (𝑎𝑛, 𝜆𝑛)βεβαρημένα σημεία τουℰ με𝑛 ≥ 3 και𝜆1+⋯+𝜆𝑛 = 1. Συμβολίζουμε
με 𝑔 το βαρύκεντρό τους. Μπορούμε να υποθέσουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι 𝜆𝑖 ≠ 0 (𝑖 = 1, … , 𝑛).
Αν 𝜆1 + 𝜆2 = 0 και 𝜆1 + 𝜆3 = 0, τότε 𝜆2 = 𝜆3 και επομένως 𝜆2 + 𝜆3 ≠ 0 που είναι άτοπο. Άρα 𝜆1 + 𝜆2 ≠ 0 ή
𝜆1 + 𝜆3 ≠ 0 ή 𝜆2 + 𝜆3 ≠ 0. Υποθέτουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι 𝜆1 + 𝜆2 ≠ 0. Από την Πρόταση
1.5 έχουμε:

𝑔 = (𝜆1 + 𝜆2) 
𝜆1

𝜆1 + 𝜆2
𝑎1 +

𝜆2
𝜆1 + 𝜆2

𝑎2 +
𝑛

𝑖=3

𝜆𝑖𝑎𝑖.

Υπολογίζουμε το βαρύκεντρο

𝑏2 =
𝜆1

𝜆1 + 𝜆2
𝑎1 +

𝜆2
𝜆1 + 𝜆2

𝑎2

και έχουμε:

𝑔 = (𝜆1 + 𝜆2)𝑏2 +
𝑛

𝑖=3

𝜆𝑖𝑎𝑖.

Έτσι, με τον υπολογισμό του βαρυκέντρου 𝑏2 γράψαμε το 𝑔 ως βαρύκεντρο 𝑛 − 1 σημείων. Συνεχίζοντας με
αυτό τον τρόπο, και υπολογίζοντας 𝑛 − 1 βαρύκεντρα δύο σημείων, υπολογίζουμε το 𝑔.

Η διαδικασία απόδειξης του Πορίσματος 1.1 δίνεται πιο συστηματικά στον παρακάτω αλγόριθμο:

Αλγόριθμος 1.1. Υπολογισμός Βαρυκέντρου.
Είσοδος: Βεβαρημένα σημεία (𝑎1, 𝜆1), … , (𝑎𝑛, 𝜆𝑛) (𝑛 ≥ 2) με 𝜆𝑖 ≠ 0 (𝑖 = 1,… , 𝑛) και∑

𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖 = 1.

Έξοδος:Το βαρύκεντρο 𝑔 των σημείων (𝑎1, 𝜆1), … , (𝑎𝑛, 𝜆𝑛).

1. Θέτουμε 𝑎(0)𝑖 = 𝑎𝑖, 𝜆
(0)
𝑖 = 𝜆𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛).

2. Για 𝑗 = 0,… , 𝑛 − 1, κάνουμε τα εξής:

(α) Βρίσκουμε δείκτες 𝜎(𝑗) και 𝜏(𝑗) με 1 ≤ 𝜎(𝑗) < 𝜏(𝑗) ≤ 𝑛 − 𝑗 και 𝜆(𝑗)𝜎(𝑗) + 𝜆
(𝑗)
𝜏(𝑗) ≠ 0.

(β) Υπολογίζουμε το βαρύκεντρο

𝑏𝑗 =
𝜆(𝑗)𝜎(𝑗)

𝜆(𝑗)𝜎(𝑗) + 𝜆
(𝑗)
𝜏(𝑗)
𝑎(𝑗)𝜎(𝑗) +

𝜆(𝑗)𝜏(𝑗)
𝜆(𝑗)𝜎(𝑗) + 𝜆

(𝑗)
𝜏(𝑗)
𝑎(𝑗)𝜏(𝑗).

(γ) Θέτουμε 𝑎(𝑗+1)𝑙 = 𝑎(𝑗)𝑙 (𝑙 = 1, … , 𝜏(𝑗)−1, 𝑙 ≠ 𝜎(𝑗)), 𝑎
(𝑗+1)
𝜎(𝑗) = 𝑏𝑗 και 𝑎

(𝑗+1)
𝑙 = 𝑎(𝑗)𝑙+1 (𝑙 = 𝜏(𝑗), … , 𝑛−𝑗−1).

3. Eξάγουμε 𝑔 = 𝑏𝑛−2.

Παράδειγμα 1.7. Θεωρούμε τον ομοπαραλληλικό χώρο (𝒫 ,ℝ, +) του Παραδείγματος 1.4. Θα υπολογί-
σουμε το βαρύκεντρο 𝑔 των βεβαρημένων σημείων (𝑎1, 1/4), (𝑎2, 1/4), (𝑎3, 1/2), όπου 𝑎1 = (0, 1), 𝑎2 = (3, −2)
και 𝑎3 = (2, −1).

Σύμφωνα με τον Αλγόριθμο 1.1, θα υπολογίσουμε πρώτα το βαρύκεντρο

𝑏0 =
1
2 𝑎1 +

1
2 𝑎2

και κατόπιν το βαρύκεντρο

𝑔 = 1
2 𝑏0 +

1
2 𝑎3.
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Θεωρούμε το σημείο 𝑎 = (1, 0) και έχουμε:

𝑏0 = 𝑎 + 1
2 𝑎𝑎1 +

1
2 𝑎𝑎2

= (1, 0) + 1
2
⃗(1, 0)(0, 1) + 1

2
⃗(1, 0)(3, −2)

= (1, 0) + −
1
2 + 1

= (1, 0) + 1
2

= 
3
2, −

1
2 .

Στη συνέχεια, έχουμε:

𝑔 = 𝑎 + 1
2
𝑎𝑏0 +

1
2 𝑎𝑎3

= (1, 0) + 1
2
⃗
(1, 0) 

3
2 , −

1
2 +

1
2
(1, 0)(2, −1)

= (1, 0) + 
1
4 +

1
2

= (1, 0) + 3
4

= 
7
4, −

3
4 .

Παράδειγμα 1.8. Ας είναι (𝑃1, 𝜆1), … , (𝑃𝑘, 𝜆𝑘) βεβαρημένα σημεία του Α𝑛 με 𝜆1 + ⋯ + 𝜆𝑘 = 1. Θέτουμε
Ο = (0,… , 0) ∈ Α𝑛. Το βαρύκεντρο των παραπάνω σημείων είναι:

𝑥 = 𝑂 +
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖 𝑂𝑃𝑖.

Θέτουμε 𝑃𝑖 = (𝑝𝑖1, … , 𝑝𝑖𝑛) (𝑖 = 1, … , 𝑘) και έχουμε

𝑂𝑃𝑖 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝𝑖1
⋮
𝑝𝑖𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Έτσι, παίρνουμε:

𝑥 = (0,… , 0) +
𝑘

𝑖=1

𝜆𝑖

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝𝑖1
⋮
𝑝𝑖𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= (0, … , 0) +

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∑𝑘
𝑖=1 𝜆𝑖𝑝𝑖1
⋮

∑𝑘
𝑖=1 𝜆𝑖𝑝𝑖𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑘

𝑖=1

𝜆𝑖𝑝𝑖1, … ,
𝑘

𝑖=1

𝜆𝑖𝑝𝑖𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

.
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Ορισμός 1.4. Ας είναι 𝑎0, … , 𝑎𝑛 ∈ ℰ . Καλούμε κυρτό συνδυασμό των 𝑎0, … , 𝑎𝑛 κάθε ομοπαραλληλικό συν-
δυασμό της μορφής 𝜆0𝑎0 +⋯ + 𝜆𝑛𝑎𝑛, όπου 𝜆𝑖 ≥ 0 (𝑖 = 0,… , 𝑛) και 𝜆0 +⋯ + 𝜆𝑛 = 1. Το σύνολο όλων των
κυρτών συνδυασμών των 𝑎0, … , 𝑎𝑛 καλείται κυρτό κάλυμμα των 𝑎0, … , 𝑎𝑛.

Παράδειγμα 1.9. Αν 𝑎0, 𝑎1 ∈ ℰ με 𝑎0 ≠ 𝑎1, τότε το κυρτό κάλυμμα των 𝑎0, 𝑎1 είναι το σύνολο

[𝑎0𝑎1] = {𝜆𝑎0 + (1 − 𝜆)𝑎1/ 𝜆 ∈ [0, 1]}.

Παράδειγμα 1.10. Αν 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℰ , τότε το κυρτό κάλυμμα των 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 είναι το σύνολο

𝑇(𝑎0, 𝑎1, 𝑎2) = {𝜆0𝑎0 + 𝜆1𝑎1 + 𝜆2𝑎2/ 𝜆0 + 𝜆1 + 𝜆2 = 1 και 𝜆𝑖 ≥ 0}.

Ανℰ = Α2 και τα διανύσματα 𝑎0𝑎1 και 𝑎0𝑎2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, τότε το σύνολο αυτό παριστάνει ένα
τρίγωνο με το εσωτερικό του.

1.3 Ομοπαραλληλικοί Υποχώροι

Ας είναι (ℰ , ℰ⃗ , +) ένας ομοπαραλληλικός χώρος και𝒱 ένα μη κενό υποσύνολο του ℰ .

Ορισμός 1.5. Το 𝒱 καλείται ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ , αν για κάθε ζεύγος βεβαρημένων σημείων
(𝑎, 𝜆), (𝑏, 𝜇) του𝒱 με 𝜆 + 𝜇 = 1, το βαρύκεντρό τους 𝜆𝑎 + 𝜇𝑏 ανήκει στο𝒱 .

Πρόταση 1.6. Ας είναι 𝒱 ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του (ℰ , ℰ⃗ , +). Αν (𝑎𝑖, 𝜆𝑖) (𝑖 = 1, … , 𝑛) είναι βεβα-
ρημένα σημεία του𝒱 με 𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑛 = 1, τότε το βαρύκεντρό τους 𝑔 ανήκει στο𝒱 .

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε, δίχως βλάβη της γενικότητας, ότι 𝑘 ≥ 3 και 𝜆𝑖 ≠ 0 (𝑖 = 1,… , 𝑘).
Ο υπολογισμός του βαρυκέντρου 𝑔 επιτυγχάνεται, σύμφωνα με τον Αλγόριθμο 1.1, με τον υπολογισμό των
βαρυκέντρων 𝑏𝑗 των σημείων (𝑎

(𝑗)
𝜎(𝑗), 𝜆

(𝑗)
𝜎(𝑗)/(𝜆

(𝑗)
𝜎(𝑗)+𝜆

(𝑗)
𝜏(𝑗))) και (𝑎

(𝑗)
𝜏(𝑗), 𝜆

(𝑗)
𝜏(𝑗)/(𝜆

(𝑗)
𝜎(𝑗)+𝜆

(𝑗)
𝜏(𝑗))) (𝑗 = 0,… , 𝑛−2). Καθώς τα

σημεία 𝑎(0)𝜎(0) και 𝑎
(0)
𝜏(0) ανήκουνστο𝒱 , το βαρύκεντρό τους 𝑏0 ανήκει επίσης στο𝒱 . Ας υποθέσουμε ότι 𝑏𝑗 ∈ 𝒱 .

Τότε, τα σημεία 𝑎(𝑗+1)𝜎(𝑗+1) και 𝑎
(𝑗+1)
𝜏(𝑗+1) ανήκουν στο 𝑉 και κατά συνέπεια 𝑏𝑗+1 ∈ 𝒱 . Άρα, για κάθε 𝑗 = 0,… , 𝑛 − 2,

έχουμε 𝑏𝑗 ∈ 𝒱 και επομένως έχουμε 𝑔 = 𝑏𝑛−2 ∈ 𝒱 .

Συμβολίζουμε με𝑀𝑚×𝑛(ℝ) το σύνολο των𝑚 × 𝑛-πινάκων με στοιχεία από τοℝ.

Παράδειγμα 1.11. Ας είναι𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(ℝ) και 𝑐 ∈ ℝ𝑚. Υποθέτουμε ότι το σύνολο

𝒰 = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝔸𝑛/ 𝐴

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝑐}

είναι μη κενό. Θα δείξουμε ότι το𝒰 είναι ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του Α𝑛. Ας είναι (𝑝, 𝜆) και (𝑞, 𝜇)
ένα ζεύγος βεβαρημένων σημείων του𝒰 με 𝜆+𝜇 = 1. Θέτουμε 𝑝 = (𝑝1, … , 𝑝𝑛) και 𝑞 = (𝑞1, … , 𝑞𝑛). Σύμφωνα
με το Παράδειγμα 1.8, το βαρύκεντρο των (𝑝, 𝜆) και (𝑞, 𝜇) είναι το σημείο

𝑤 = (𝜆𝑝1 + 𝜇𝑞1, … , 𝜆𝑝𝑛 + 𝜇𝑞𝑛).

Έχουμε:

𝐴

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆𝑝1 + 𝜇𝑞1
⋮

𝜆𝑝𝑛 + 𝜇𝑞𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝜆𝐴

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝1
⋮
𝑝𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ 𝜇𝐴

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑞1
⋮
𝑞𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝜆𝑐 + 𝜇𝑐 = (𝜆 + 𝜇)𝑐 = 𝑐.

’ρα,𝑤 ∈ 𝒰 και κατά συνέπεια το𝒰 είναι ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος.
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Ας είναι 𝑎 ∈ ℰ και𝒱 ένας διανυσματικός υποχώρος του ℰ⃗ . Θεωρούμε το σύνολο

𝑎 + 𝒱 = {𝑎 + �⃗�/ �⃗� ∈ 𝒱 }.

Πρόταση 1.7. Το σύνολο 𝑎 + 𝒱 είναι ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του (ℰ , ℰ⃗ , +).

Απόδειξη. Ας είναι (𝑎 + �⃗�, 𝜆) και (𝑎 + �⃗�, 𝜇) δύο βεβαρημένα σημεία του 𝑎 + 𝒱 με 𝜆 + 𝜇 = 1. To βαρύκεντρο
αυτών των σημείων είναι:

𝑥 = 𝑎 + 𝜆 𝑎(𝑎 + �⃗�) + 𝜇 𝑎(𝑎 + �⃗�) = 𝑎 + 𝜆�⃗� + 𝜇�⃗�.

Έχουμε �⃗�, �⃗� ∈ 𝒱 και το𝒱 είναι διανυσματικός υποχώρος του ℰ⃗ . Επομένως,𝜆�⃗�+𝜇�⃗� ∈ 𝒱 και κατά συνέπεια
𝑥 ∈ 𝑎 + 𝒱 . Άρα, το σύνολο 𝑎 + 𝒱 είναι ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του (ℰ , ℰ⃗ , +).

Πρόταση 1.8. Ας είναι𝒱 ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ . Τότε, για κάθε 𝑎 ∈ 𝒱 , το σύνολο

𝒱𝑎 = {𝑎𝑥/ 𝑥 ∈ 𝒱 }

είναι διανυσματικός υποχώρος του ℰ⃗ και ισχύει𝒱 = 𝑎 + 𝒱𝑎. Επίσης, το σύνολο

𝒱 = {𝑥𝑦/ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒱 }

είναι διανυσματικός υποχώρος του ℰ⃗ και για κάθε 𝑎 ∈ 𝒱 ισχύει 𝒱𝑎 = 𝒱 . Επομένως, για κάθε 𝑎 ∈ 𝒱 ισχύει
𝒱 = 𝑎 + 𝒱 .

Απόδειξη. Ας είναι 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2 ∈ 𝒱𝑎 και 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ. Θα δείξουμε ότι ισχύει 𝜆1𝑎𝑎1 + 𝜆2𝑎𝑎2 ∈ 𝒱𝑎. Συμβολίζουμε
με 𝑔 το βαρύκεντρο των βεβαρημένων σημείων (𝑎1, 𝜆1), (𝑎2, 𝜆2) και (𝑎, 1 − 𝜆1 − 𝜆2). Έχουμε:

𝑔 = 𝑎 + 𝜆1𝑎𝑎1 + 𝜆2𝑎𝑎2 + (1 − 𝜆1 − 𝜆2)𝑎𝑎 = 𝑎 + 𝜆1𝑎𝑎1 + 𝜆2𝑎𝑎2.

Έτσι, παίρνουμε:
𝑎𝑔 = 𝜆1𝑎𝑎1 + 𝜆2𝑎𝑎2.

Καθώς το𝒱 είναι ομοπαραλληλικός υποχώρος τουℰ και 𝑎, 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝒱 , έχουμε 𝑔 ∈ 𝒱 και επομένως 𝑎𝑔 ∈ 𝒱𝑎.
Επομένως, 𝜆1𝑎𝑎1 + 𝜆2𝑎𝑎2 ∈ 𝒱𝑎 και κατά συνέπεια το σύνολο𝒱𝑎 είναι διανυσματικός υποχώρος του ℰ⃗ .

Για κάθε 𝑥 ∈ 𝒱 έχουμε 𝑥 = 𝑎 + 𝑎𝑥 και επομένως 𝑥 ∈ 𝑎 +𝒱𝑎. Αν 𝑥 ∈ 𝑎 +𝒱𝑎, τότε 𝑥 = 𝑎 + 𝑎𝑦 με 𝑦 ∈ 𝒱 , και
επομένως 𝑥 = 𝑦 ∈ 𝒱 . Συνεπώς, ισχύει𝒱 = 𝑎 + 𝒱𝑎.

Είναι προφανές ότι𝒱𝑎 ⊆ 𝒱 . Αντιστρόφως, για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒱 , έχουμε:

𝑥𝑦 = 𝑥𝑎 + 𝑎𝑦 = 𝑎𝑦 − 𝑎𝑥.

Έτσι, καθώς το𝒱𝑎 είναι διανυσματικός υποχώρος, έχουμε 𝑥𝑦 ∈ 𝒱𝑎 και επομένως𝒱 ⊆ 𝒱𝑎. Άρα, ισχύει𝒱 =
𝒱𝑎.

Ας είναι 𝑎 ∈ 𝒱 και �⃗� ∈ 𝒱 . Τότε, υπάρχει 𝑏 ∈ 𝒱 τέτοιο, ώστε �⃗� = 𝑎𝑏. Άρα, έχουμε 𝑎 + �⃗� = 𝑎 + 𝑎𝑏 = 𝑏 και
επομένως 𝑎 + �⃗� ∈ 𝒱 . Έτσι, βλέπουμε ότι ο περιορισμός της απεικόνισης + ∶ ℰ × ℰ⃗ → ℰ επί του 𝒱 × 𝒱
δίνει μία απεικόνιση + ∶ 𝒱 × 𝒱 → 𝒱 . Άρα, η τριάδα (𝒱 ,𝒱 , +) είναι ένας ομοπαραλληλικός χώρος.

Από την άλλη πλευρά, ας είναι (𝒲 ,𝒲 , +̃) ένας ομοπαραλληλικός χώρος τέτοιος, ώστε𝒲 ⊆ Ε,𝒲 είναι
υποχώρος του Ε⃗ και η απεικόνιση +̃ είναι ο περιορισμός της + επί του𝒲 ×𝒲 . Τότε, για κάθε ζεύγος βεβα-
ρημένων σημείων (𝑎, 𝜆), (𝑏, 𝜇) του𝒲 με 𝜆 + 𝜇 = 1, το βαρύκεντρό τους 𝜆𝑎 + 𝜇𝑏 ανήκει στο𝒲 , και κατά
συνέπεια το σύνολο𝒲 είναι ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ .
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Παράδειγμα 1.12. Στο Παράδειγμα 1.11 είδαμε ότι αν το σύνολο

𝒰 = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝔸𝑛/ 𝐴

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝑐}

είναι μη κενό, τότε είναι ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του𝔸𝑛. Ο διανυσματικός υποχώρος𝒰 αποτελείται
από τα διανύσματα 𝑥𝑦, όπου 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒰 .

Αν 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) και 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛) είναι σημεία του𝒰 , τότε

𝑥𝑦 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑦1 − 𝑥1
⋮

𝑦𝑛 − 𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

και επομένως έχουμε:

Α 𝑥𝑦 = 𝐴

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑦1
⋮
𝑦𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
− 𝐴

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝑐 − 𝑐 = 0.

Αντιστρόφως, ας είναι �⃗� ∈ ℝ𝑛 με 𝐴�⃗� = 0⃗. Αν 𝑥 ∈ 𝒰 , τότε το στοιχείο 𝑦 = 𝑥 + �⃗� ανήκει στο𝒰 και επομένως
�⃗� = 𝑥𝑦. Συνεπώς, έχουμε �⃗� ∈ 𝒰 . Έτσι, βλέπουμε ότι ο διανυσματικός υποχώρος𝒰 είναι το σύνολο των λύσεων
του ομογενούς γραμμικού συστήματος𝐴𝑥 = 0⃗.

Παράδειγμα 1.13. Θα δείξουμε ότι κάθε ομοπαραλληλικός υποχώρος τουΑ𝑛 έχει τη μορφή που είδαμε στο
Παράδειγμα 1.11. Ας είναι λοιπόν 𝒱 ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του Α𝑛 διάστασης 𝑘 και {�⃗�1, … , �⃗�𝑘}
μία βάση του𝒱 . Η βάση αυτή επεκτείνεται, με την προσθήκη κατάλληλων διανυσμάτων τουℝ𝑛, σε μία βάση
{�⃗�1, … , �⃗�𝑘, �⃗�1, … , �⃗�𝑛−𝑘} του ℝ𝑛. Υπάρχει γραμμική απεικόνιση 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 τέτοια, ώστε 𝑓(𝑣𝑖) = 0⃗ (𝑖 =
1, … , 𝑘) και 𝑓(𝑤𝑗) = �⃗�𝑗 ≠ 0⃗ (𝑗 = 1,… , 𝑛 − 𝑘). Έτσι, έχουμε𝒱 = Ker𝑓 (όπου με Ker𝑓 συμβολίζεται ο πυρήνας
της 𝑓). Από την άλλη πλευρά, υπάρχει𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(ℝ), ώστε να ισχύει 𝑓(�⃗�) = 𝐴�⃗�, για κάθε �⃗� ∈ ℝ𝑛. Επομένως,
έχουμε:

𝒱 = {�⃗� ∈ ℝ𝑛/ 𝐴�⃗� = 0⃗}.

Ας είναι τώρα 𝑣 ∈ 𝒱 . Τότε, έχουμε 𝒱 = 𝑣 + 𝒱 και Α�⃗� = �⃗�. Έτσι, παίρνουμε ότι ο 𝒱 είναι το σύνολο των
λύσεων του γραμμικού συστήματος𝐴𝑥 = �⃗�.

Ορισμός 1.6. Ας είναι 𝒱 ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ . Ο διανυσματικός χώρος 𝒱 καλείται κατεύ-
θυνση του𝒱 . Δύο ομοπαραλληλικοί υποχώροι του ℰ καλούνται παράλληλοι, αν έχουν την ίδια κατεύθυνση.

Συνεπώς, δύο ομοπαραλληλικοί υποχώροι 𝒰 = 𝑎 + 𝒰 και 𝒱 = 𝑏 + 𝒱 του ℰ είναι παράλληλοι, αν και
μόνον αν, ισχύει𝒰 = 𝒱 . Σ’ αυτή την περίπτωση, αν𝒰 ⊆ 𝒱 , τότε𝒰 = 𝒱 . Πράγματι, έχουμε 𝑎 = 𝑏 + �⃗�,
όπου �⃗� ∈ 𝒱 , και επομένως 𝑏 = 𝑎 + (−�⃗�). Καθώς𝒰 = 𝒱 , έχουμε 𝑏 ∈ 𝒰 και κατά συνέπεια 𝒱 ⊆ 𝒰 . Άρα,
ισχύει𝒰 = 𝒱 .

Παράδειγμα 1.14. Aς υποθέσουμε ότι 𝒰 = 𝑎 + �⃗� και 𝒱 = 𝑏 + �⃗� είναι παράλληλοι ομοπαραλληλικοί
υποχώροι του ℰ με𝒰 ≠ 𝒱 . Άρα, σύμφωνα με τα παραπάνω, έχουμε𝒱 ⊈ 𝒰 και𝒰 ⊈ 𝒱 . Aν 𝑥 ∈ 𝒰 ∩ 𝒱 ,
τότε 𝑥 = 𝑎 + �⃗� = 𝑏 + �⃗�, με �⃗�, �⃗� ∈ �⃗�. Έτσι, έχουμε 𝑎 = 𝑏 + (�⃗� − �⃗�) με �⃗� − �⃗� ∈ �⃗�. Άρα 𝑎 ∈ 𝒱 και επομένως
𝒰 ⊆ 𝒱 που είναι άτοπο. Συνεπώς, ισχύει𝒰 ∩𝒱 = ∅.

Ορισμός 1.7. Καλούμε διάσταση του ομοπαραλληλικού υποχώρου𝒱 τη διάστασή του ως ομοπαραλληλικού
χώρου, δηλαδή τη διάσταση του 𝒱 , και τη συμβολίζουμε με dim𝒱 . Αν dim𝒱 = 1, τότε ο 𝒱 καλείται
ευθεία, ενώ αν dim𝒱 = 2, τότε ο 𝒱 καλείται επίπεδο. Επίσης, αν dim𝒱 = dimℰ − 1, τότε ο 𝒱 καλείται
υπερεπίπεδο.
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Αν 𝒱 και 𝒲 είναι ομοπαραλληλικοί υποχώροι του ℰ με 𝒱 ⊂ 𝒲 , τότε dim𝒱 < dim𝒲 . Πράγματι,
θεωρούμε 𝑎 ∈ 𝒱 και έχουμε 𝒱 = 𝑎 + 𝒱 ,𝒲 = 𝑎 + 𝒲 και𝒱 ⊂ 𝒲 . Οπότε, ισχύει dim𝒱 < dim𝒲 και
επομένως dim𝒱 < dim𝒲 .

Παράδειγμα 1.15. Ας υποθέσουμε ότι 𝒱 είναι ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ διάστασης 0. Τότε
έχουμε𝒱 = 𝑎+𝒱 , όπου 𝑎 ∈ 𝒱 , και dim𝒱 = 0. Άρα, ισχύει𝒱 = {0⃗}, απ’ όπου έπεται𝒱 = {𝑎}. Αντιστρό-
φως, αν 𝑎 ∈ 𝑉, τότε έχουμε {𝑎} = 𝑎 + {0⃗} και επομένως το μονοσύνολο {𝑎} είναι ομοπαραλληλικός υποχώρος
τουℰ διάστασης 0. Συνεπώς, οι ομοπαραλληλικοί υποχώροι τουℰ διάστασης 0 είναι όλα τα μονοσύνολα {𝑎},
με 𝑎 ∈ ℰ .

Παράδειγμα 1.16. Ας είναι δύο διαφορετικά σημεία 𝑎 και 𝑏 του ℰ . Τότε υπάρχει μία μοναδική ευθεία που τα
περιέχει ή όπως λέμε διέρχεται απόαυτά.Πράγματι, καθώς 𝑎 ≠ 𝑏, έχουμε𝑎𝑏 ≠ 0⃗και επομένωςοδιανυσματικός
υποχώρος< 𝑎𝑏 > που παράγεται από το 𝑎𝑏 έχει διάσταση 1. ’ρα, το σύνολοℒ𝑎,𝑏 = 𝑎+ < 𝑎𝑏 > είναι μία ευθεία
του ℰ το οποίο περιέχει τα 𝑎 και 𝑏. ΑνΜ είναι μία άλλη ευθεία που περιέχει τα 𝑎 και 𝑏, τότε 𝑎𝑏 ∈ Μ⃗. Καθώς
dim Μ⃗ = 1, έπεται ℳ⃗ =< 𝑎𝑏 > και επομένωςℳ = 𝑎 + ℳ⃗ = ℒ𝑎,𝑏.

Παράδειγμα 1.17. Ας είναι dimℰ = 2 και 𝐿1, 𝐿2 δύο διαφορετικές ευθείες του ℰ . Αν οι 𝐿1 και 𝐿2 είναι
παράλληλες, τότε, από το Παράδειγμα 1.14 έχουμε 𝐿1 ∩ 𝐿2 = ∅. Ας υποθέσουμε ότι οι ευθείες 𝐿1 και 𝐿2 δεν
είναι παράλληλες. Τότε, 𝐿𝑖 = 𝑎𝑖+ < �⃗�𝑖 > (𝑖 = 1, 2) και τα διανύσματα �⃗�1, �⃗�2 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Άρα,
τα �⃗�1, �⃗�2 αποτελούν μία βάση του ℰ⃗ και επομένως υπάρχουν 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ τέτοια, ώστε 𝑎1−𝑎2 = 𝑘1�⃗�1+𝑘2�⃗�2. Έτσι,
έχουμε 𝑎1+(−𝑘1�⃗�1) = 𝑎2+𝑘2�⃗�2 με 𝑎1+(−𝑘1�⃗�1) ∈ 𝐿1 και 𝑎2+𝑘2�⃗�2 ∈ 𝐿2. Συνεπώς, οι ευθείες𝐿1 και𝐿2 έχουν ένα
κοινό σημείο. Αν οι 𝐿1 και 𝐿2 έχουν τουλάχιστον δύο κοινά σημεία, τότε, σύμφωνα με το Παράδειγμα 1.16,
ταυτίζονται, πράγμα που δεν συμβαίνει. Άρα, δύο διαφορετικές ευθείες είναι είτε παράλληλες και δεν έχουν
κανένα κοινό σημείο, είτε έχουν ένα μόνο κοινό σημείο.

Παράδειγμα 1.18. Από τα Παραδείγματα 1.11 και 1.13 έπεται ότι αν𝐻 είναι ένα υπερεπίπεδο του𝔸𝑛, τότε
Η είναι το σύνολο των λύσεων ενός γραμμικού συστήματος 𝐴𝑥 = �⃗�. Καθώς dim �⃗� = 𝑛 − 1, έχουμε ότι το𝐻
είναι το σύνολο των λύσεων μίας γραμμικής εξίσωσης 𝑎1𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏.

Πρόταση 1.9. Ας είναι 𝑎 ∈ ℰ και 𝒱 ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ . Τότε, υπάρχει μοναδικός ομοπα-
ραλληλικός υποχώρος του ℰ ο οποίος περιέχει το 𝑎 και είναι παράλληλος με τον𝒱 .

Απόδειξη. Θέτουμε 𝒱 = 𝑏 + 𝒱 . Θεωρούμε τον ομοπαραλληλικό υποχώρο 𝒰 = 𝑎 + 𝒱 . Kαθώς 𝒰 = 𝒱 ,
o χώρος 𝒰 είναι παράλληλος με τον 𝒱 και έχουμε 𝑎 ∈ 𝒰 . Από την άλλη πλευρά, ας υποθέσουμε ότι 𝒲
είναι ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ ο οποίος περιέχει το 𝑎 και είναι παράλληλος με τον 𝒱 . Τότε,
𝒲 = 𝑎 + 𝒱 = 𝒰 .

Πόρισμα 1.2. Ας είναι 𝑎 ∈ ℰ καιℒ μία ευθεία του ℰ . Τότε υπάρχει μία μοναδική ευθείαΜ που διέρχεται από
το 𝑎 και είναι παράλληλη προς τηνℒ .

Ορισμός 1.8. Ας είναι 𝑎, 𝑏, 𝑐 τρία διαφορετικά σημεία του ℰ . Τα σημεία 𝑎, 𝑏, 𝑐 καλούνται συνευθειακά, αν
ανήκουν στην ίδια ευθεία του ℰ .

Παράδειγμα1.19. Ας είναι 𝑎, 𝑏, 𝑐 τρία διαφορετικά μη συνευθειακά σημεία τουℰ . Τότε υπάρχει ένα μοναδικό
επίπεδο του ℰ που περιέχει τα 𝑎, 𝑏, 𝑐. Πράγματι, επειδή τα σημεία 𝑎, 𝑏, 𝑐 είναι μη συνευθειακά, τα διανύσματα
𝑎𝑏 και𝑎𝑐 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και επομένως ο διανυσματικός υποχώρος< 𝑎𝑏, 𝑎𝑐 > που παράγεται από
αυτά έχει διάσταση 2. Συνεπώς, το σύνολο𝒫𝑎,𝑏,𝑐 = 𝑎+ < 𝑎𝑏, 𝑎𝑐 > είναι ένα επίπεδο του ℰ το οποίο περιέχει
τα 𝑎, 𝑏, 𝑐. Αν υπάρχει κάποιο άλλο επίπεδοℱ , με 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℱ , τότεℱ = 𝑎 + ℱ⃗ και 𝑎𝑏, 𝑎𝑐 ∈ ℱ⃗ . Καθώς τα 𝑎𝑏
και 𝑎𝑐 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και dim ℱ⃗ = 2, προκύπτει ℱ⃗ =< 𝑎𝑏, 𝑎𝑐 >. ’ραℱ = 𝒫𝑎,𝑏,𝑐.

Πρόταση 1.10. Ας είναι 𝑎, 𝑏, 𝑐 τρία διαφορετικά σημεία του ℰ . Τα 𝑎, 𝑏, 𝑐 είναι συνευθειακά, αν και μόνον αν, τα
διανύσματα 𝑎𝑏 και 𝑎𝑐 είναι γραμμικώς εξαρτημένα.
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Απόδειξη. Ας είναιℒ = 𝑢 + ℒ⃗ μία ευθεία του ℰ και 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℒ . Καθώς 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℒ , έχουμε 𝑎𝑏, 𝑎𝑐 ∈ ℒ⃗ .
Επίσης, επειδή 𝑎 ≠ 𝑏 και 𝑎 ≠ 𝑐, ισχύει 𝑎𝑏 ≠ 0 και 𝑎𝑐 ≠ 0. Καθώς dim ℒ⃗ = 1, τα διανύσματα 𝑎𝑏 και 𝑎𝑐 είναι
γραμμικώς εξαρτημένα.

Αντιστρόφως, ας υποθέσουμε ότι τα διανύσματα 𝑎𝑏 και 𝑎𝑐 είναι γραμμικώς εξαρτημένα. Θεωρούμε την
ευθεία ℒ = 𝑎+ < 𝑎𝑏 >. Έχουμε 𝑎 ∈ ℒ και 𝑏 = 𝑎 + 𝑎𝑏 ∈ ℒ . Καθώς τα 𝑎𝑏 και 𝑎𝑐 είναι γραμμικώς
εξαρτημένα, έπεται 𝑎𝑐 ∈< 𝑎𝑏 > και επομένως 𝑐 = 𝑎 + 𝑎𝑐 ∈ ℒ . Άρα, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℒ και επομένως τα 𝑎, 𝑏, 𝑐 είναι
συνευθειακά.

Ορισμός 1.9. Ας είναι 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 τέσσερα διαφορετικά, μη συνευθειακά σημεία του ℰ . Τα σημεία 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑
καλούνται συνεπίπεδα, αν υπάρχει ένα επίπεδο του ℰ το οποίο τα περιέχει.

Ας υποθέσουμε ότι 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 είναι τέσσερα διαφορετικά μη συνευθειακά σημεία και τα 𝑎, 𝑏, 𝑐 είναι συνευ-
θειακά. Θα δείξουμε ότι υπάρχει ένα επίπεδο 𝒫 τέτοιο, ώστε 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝒫 . Τα σημεία 𝑎, 𝑏, 𝑑 είναι μη συ-
νευθειακά και επομένως, σύμφωνα με το Παράδειγμα 1.19, ανήκουν στο επίπεδο 𝒫𝑎,𝑏,𝑑. Καθώς τα 𝑎, 𝑏, 𝑐
είναι συνευθειακά, από την πρηγουμένη πρόταση τα διανύσματα 𝑎𝑏 και 𝑎𝑐 είναι γραμμικώς εξαρτημένα. Άρα
𝑎𝑐 ∈< 𝑎𝑏 > και επομένως 𝑐 ∈ 𝒫 .

Πρόταση 1.11. Ας είναι 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 τέσσερα διαφορετικά, μη συνευθειακά ανά τρία, σημεία τουℰ . Τα 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 είναι
συνεπίπεδα, αν και μόνον αν, τα διανύσματα 𝑎𝑏, 𝑎𝑐 και 𝑎𝑑 είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι τα 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 είναι συνεπίπεδα. Τότε, υπάρχει ένα επίπεδο𝒫 = 𝑢 + 𝒫 του ℰ
τέτοιο, ώστε 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝒫 . Επομένως, έχουμε 𝑎𝑏, 𝑎𝑐, 𝑎𝑑 ∈ 𝒫 . Καθώς dim𝒫 = 2, έπεται ότι τα διανύσματα
𝑎𝑏, 𝑎𝑐 και 𝑎𝑑 είναι γραμμικώς εξαρτημένα.
Αντιστρόφως, ας υποθέσουμε ότι τα διανύσματα 𝑎𝑏, 𝑎𝑐 και 𝑎𝑑 είναι γραμμικώς εξαρτημένα. Καθώς τα 𝑎,

𝑏 και 𝑐 είναι μη συνευθειακά, τα διανύσματα 𝑎𝑏 και 𝑎𝑐 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Έτσι, έχουμε το επίπεδο
𝒫 = 𝑎+ < 𝑎𝑏, 𝑎𝑐 > και 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝒫 . Επειδή τα διανύσματα 𝑎𝑏, 𝑎𝑐 και 𝑎𝑑 είναι γραμμικώς εξαρτημένα, έχουμε
𝑎𝑑 ∈< 𝑎𝑏, 𝑎𝑐 > και κατά συνέπεια 𝑑 ∈ 𝒫 . Άρα, τα σημεία 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 είναι συνεπίπεδα.

Πρόταση 1.12. Ας είναι (𝒱𝑖)𝑖∈𝐼 μία οικογένεια ομοπαραλληλικών υποχώρων του ℰ . Τότε η τομή ∩𝑖∈𝐼𝒱𝑖 είναι
ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ .

Απόδειξη. Θέτουμε𝒰 = ∩𝑖∈𝐼𝒱𝑖. Ας είναι 𝑣, 𝑤 ∈ 𝒰 και 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ με 𝜆 + 𝜇 = 1. Τότε 𝑣, 𝑤 ∈ 𝒱𝑖, για κάθε 𝑖 ∈ 𝐼.
Καθώς το𝒱𝑖 είναι ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ , έχουμε 𝜆𝑣 + 𝜇𝑤 ∈ 𝒱𝑖. Άρα 𝜆𝑣 + 𝜇𝑤 ∈ 𝒰 . Συνεπώς,
το σύνολο𝒰 είναι ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ .

Ορισμός 1.10. Ας είναι 𝑆 μη κενό υποσύνολο τουℰ . Καλούμε ομοπαραλληλικό κάλυμμα του 𝑆 και το συμβο-
λίζουμε με < 𝑆 > την τομή όλων των ομοπαραλληλικών υποχώρων του ℰ που περιέχουν το 𝑆.

Αν 𝑆 = {𝑎1, … , 𝑎𝑛}, τότε θα γράφουμε πιο απλά < 𝑎1, … , 𝑎𝑛 > αντί < {𝑎1, … , 𝑎𝑛} >. Σύμφωνα με τα παρα-
πάνω, το σύνολο < 𝑆 > είναι ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ και μάλιστα ο μικρότερος ομοπαραλ-
ληλικός χώρος του ℰ που περιέχει το 𝑆.

Αν 𝑆 = {𝑎}, τότε < 𝑆 >= {𝑎}. Ας είναι 𝑎, 𝑏 ∈ ℰ με 𝑎 ≠ 𝑏 καιℒ𝑎,𝑏 η μοναδική ευθεία που διέρχεται από
τα 𝑎 και 𝑏. Τότε < 𝑎, 𝑏 >⊆ ℒ𝑎,𝑏. Aν < 𝑎, 𝑏 >≠ ℒ𝑎,𝑏, τότε dim < 𝑎, 𝑏 >= 0 και επομένως 𝑎 = 𝑏 που είναι
άτοπο. ’ρα < 𝑎, 𝑏 >= ℒ𝑎,𝑏. Ας είναι τώρα 𝑎, 𝑏, 𝑐 τρία διαφορετικά μη συνευθειακά σημεία του ℰ και𝒫𝑎,𝑏,𝑐 το
μοναδικό επίπεδο που τα περιέχει. Τότε < 𝑎, 𝑏, 𝑐 >⊆ 𝒫𝑎,𝑏,𝑐. Aν < 𝑎, 𝑏, 𝑐 >≠ 𝒫𝑎,𝑏,𝑐, τότε dim < 𝑎, 𝑏, 𝑐 >≤ 1
και επομένως τα 𝑎, 𝑏, 𝑐 είναι συνευθειακά ή όχι διαφορετικά που είναι άτοπο. ’ρα < 𝑎, 𝑏, 𝑐 >= 𝒫𝑎,𝑏,𝑐.

Θεωρούμε το σύνολο

Σ(𝑆) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑖/ 𝑛 ≥ 1, 𝑎𝑖 ∈ 𝑆, 𝜆𝑖 ∈ ℝ (𝑖 = 1,… , 𝑛) με
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖 = 1

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭
.

Πρόταση 1.13. Ας είναι 𝑆 ένα μη κενό υποσύνολο του ℰ . Τότε, ισχύει < 𝑆 >= Σ(𝑆).
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Απόδειξη. Ας είναι 𝑎, 𝑏 ∈ Σ(𝑆) και 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ με 𝜆 + 𝜇 = 1. Τότε, έχουμε

𝑎 = 𝜆1𝑎1 +⋯+ 𝜆𝑟𝑎𝑟, 𝑏 = 𝜇1𝑏1 +⋯+ 𝜇𝑠𝑏𝑠,

όπου 𝑎1, … , 𝑎𝑟, 𝑏1, … , 𝑏𝑠 ∈ 𝑆 και 𝜆1, … , 𝜆𝑟, 𝜇1, … , 𝜇𝑠 ∈ ℝ με

𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑟 = 1 και 𝜇1 +⋯+ 𝜇𝑠 = 1.

Θεωρούμε 𝑐 ∈ ℰ και έχουμε:

𝑎 = 𝑐 +
𝑟

𝑖=1

𝜆𝑖𝑐𝑎𝑖 και 𝑏 = 𝑐 +
𝑠

𝑖=1

𝜆𝑖𝑐𝑏𝑖.

Έτσι, παίρνουμε:

𝑐𝑎 =
𝑟

𝑖=1

𝜆𝑖𝑐𝑎𝑖 και 𝑐𝑏 =
𝑠

𝑖=1

𝜇𝑖𝑐𝑏𝑖.

Ας είναι 𝑔 = 𝜆𝑎 + 𝜇𝑏. Τότε, έχουμε:

𝑔 = 𝑐 + 𝜆𝑐𝑎 + 𝜇𝑐𝑏

= 𝑐 + 𝜆
𝑟

𝑖=1

𝜆𝑖𝑐𝑎𝑖 + 𝜇
𝑠

𝑖=1

𝜇𝑖𝑐𝑏𝑖

=
𝑟

𝑖=1
(𝜆𝜆𝑖)𝑎𝑖 +

𝑠

𝑖=1
(𝜇𝜇𝑖)𝑏𝑖.

Καθώς
𝑟

𝑖=1

𝜆𝜆𝑖 +
𝑠

𝑖=1

𝜇𝜇𝑖 = 𝜆
𝑟

𝑖=1

𝜆𝑖 + 𝜇
𝑠

𝑖=1

𝜇𝑖 = 𝜆 + 𝜇 = 1.

Άρα, το σημείο 𝑔 είναι το βαρύκεντρο των (𝑎𝑖, 𝜆𝑖) (𝑖 = 1, … , 𝑟) και (𝑏𝑗, 𝜇𝑗) (𝑗 = 1, … , 𝑠). Άρα, ισχύει 𝑔 ∈ Σ(𝑆)
και επομένως το Σ(𝑆) είναι ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ .

Tέλος, αν 𝒱 είναι ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ με 𝑆 ⊆ 𝒱 , τότε το βαρύκεντρο κάθε πεπερα-
σμένου συνόλου σημείων του 𝑆 ανήκει στο𝒱 και κατά συνέπεια Σ(𝑆) ⊆ 𝒱 . Άρα, ισχύει < 𝑆 >= Σ(𝑆).

1.4 Ομοπαραλληλικά Πλαίσια

Ας είναι (ℰ , ℰ⃗ , +) ένας ομοπαραλληλικός χώρος.

Πρόταση 1.14. Ας είναι 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℰ . Αν τα διανύσματα 𝑎𝑖𝑎𝑗 (𝑗 = 1, … , 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, … , 𝑛) είναι γραμμικώς
ανεξάρτητα, τότε, για κάθε 𝑘 ∈ {1, … , 𝑛}, τα διανύσματα 𝑎𝑘𝑎𝑗 (𝑗 = 1, … , 𝑘 − 1, 𝑘 + 1,… , 𝑛) είναι γραμμικώς
ανεξάρτητα.

Απόδειξη. Ας είναι 𝑘 ∈ {1, … , 𝑛} με 𝑘 ≠ 𝑖 και ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν 𝜆1, … , 𝜆𝑘−1, 𝜆𝑘+1, … , 𝜆𝑛 ∈ ℝ έτσι,
ώστε να ισχύει

𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑘

𝜆𝑗𝑎𝑘𝑎𝑗 = 0⃗.

Από την Πρόταση 1.2(α) έχουμε:
𝑎𝑘𝑎𝑗 = 𝑎𝑘𝑎𝑖 + 𝑎𝑖𝑎𝑗.
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Έτσι παίρνουμε:

𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑘

𝜆𝑗𝑎𝑘𝑎𝑗 =
𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑘

𝜆𝑗𝑎𝑘𝑎𝑖 +
𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑘

𝜆𝑗𝑎𝑖𝑎𝑗

= −

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑘

𝜆𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑎𝑖𝑎𝑘 +

𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑘,𝑖

𝜆𝑗𝑎𝑖𝑎𝑗.

Οπότε προκύπτει:

−

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑘

𝜆𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑎𝑖𝑎𝑘 +

𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑘,𝑖

𝜆𝑗𝑎𝑖𝑎𝑗 = 0⃗.

Άρα, τα διανύσματα 𝑎𝑖𝑎𝑗 (𝑗 = 1, … , 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, … , 𝑛) είναι γραμμικώς εξαρτημένα που είναι άτοπο. Έτσι, συ-
μπεραίνουμε ότι τα διανύσματα 𝑎𝑘𝑎𝑗 (𝑗 = 1, … , 𝑘 − 1, 𝑘 + 1,… , 𝑛) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Ορισμός 1.11. Τα σημεία 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℰ καλούνται ομοπαραλληλικώς ανεξάρτητα, αν υπάρχει 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}
έτσι, ώστε τα διανύσματα 𝑎𝑖𝑎𝑗 (𝑗 = 1, … , 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, … , 𝑛) να είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Δύο σημεία 𝑎, 𝑏 ∈ ℰ είναι ομοπαραλληλικώς ανεξάρτητα αν και μόνον αν 𝑎𝑏 ≠ 0, δηλαδή, αν και μόνον αν
𝑎 ≠ 𝑏.

Τρία σημεία 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℰ είναι ομοπαραλληλικώς ανεξάρτητα, αν και μόνον αν, τα διανύσματα 𝑎𝑏 και𝑎𝑐 είναι
γραμμικώς ανεξάρτητα. Αυτό, σύμφωνα με την Πρόταση 1.10, ισοδυναμεί με την ιδιότητα τα σημεία 𝑎, 𝑏 και
𝑐 να είναι μη συνευθειακά.

Επίσης, τέσσερα σημεία 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℰ είναι ομοπαραλληλικώς ανεξάρτητα αν και μόνον αν τα διανύσματα
𝑎𝑏,𝑎𝑐 και 𝑎𝑑 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Αυτό όμως συμβαίνει, σύμφωνα με τηνΠρόταση 1.11, αν και μόνον
αν, τα σημεία 𝑎, 𝑏, 𝑐 και 𝑑 είναι μη συνεπίπεδα.

Ορισμός 1.12. Κάθε𝑚+1-άδα (𝑎0, … , 𝑎𝑚) ∈ ℰ 𝑚+1 τέτοια, ώστε τα διανύσματα 𝑎0𝑎1, … ,𝑎0𝑎𝑚 να αποτελούν
μία βάση του ℰ⃗ καλείται ομοπαραλληλικό πλαίσιο ή ομοπαραλληλικό σύστημα συντεταγμένων με αρχή το 𝑎0.

Παρατηρούμε ότι αν dim ℰ⃗ = 𝑚, τότε η𝑚+ 1-άδα (𝑎0, … , 𝑎𝑚) ∈ ℰ 𝑚+1 είναι ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο
του ℰ αν και μόνον αν τα σημεία 𝑎0, … , 𝑎𝑚 είναι ομοπαραλληλικώς ανεξάρτητα.

Ας είναι 𝐵 = (𝑎0, … , 𝑎𝑚) ∈ ℰ 𝑚+1 ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο. Αν 𝑥 ∈ ℰ , τότε 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎0𝑥. Οπότε,
υπάρχει μοναδική𝑚-άδα (𝑥1, … , 𝑥𝑚) ∈ ℝ𝑚 έτσι, ώστε

𝑥 = 𝑎0 + 𝑥1 𝑎0𝑎1 +⋯+ 𝑥𝑚𝑎0𝑎𝑚.

Ορισμός 1.13. Οι αριθμοί της 𝑚-άδας (𝑥1, … , 𝑥𝑚) καλούνται Καρτεσιανές συντεταγμένες του 𝑥 ως προς το
ομοπαραλληλικό πλαίσιο 𝐵.

Έχουμε:

𝑥 = 𝑎0 +
𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖 𝑎0𝑎𝑖 ⟺𝑥 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑎0 +

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖𝑎𝑖.

Έτσι, παίρνουμε τη γραφή του 𝑥 ως βαρύκεντρο

𝑥 = 𝜆0𝑎0 +⋯+ 𝜆𝑚𝑎𝑚,

όπου 𝜆0 = 1−∑
𝑚
𝑖=1 𝑥𝑖 και 𝜆𝑖 = 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, … ,𝑚). Είναι προφανές ότι ισχύει 𝜆0 +⋯+𝜆𝑚 = 1. Η μοναδικότητα

της𝑚-άδας (𝑥1, … , 𝑥𝑚) συνεπάγεται τη μοναδικότητα της𝑚 + 1-άδας (𝜆0, … , 𝜆𝑚).
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Ορισμός 1.14. Οι αριθμοί της (𝑚 + 1)-άδας (𝜆0, … , 𝜆𝑚) καλούνται βαρυκεντρικές συντεταγμένες του 𝑥 ως
προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο 𝐵.

Πρόταση 1.15. Ας είναι 𝐵 = (𝑎0, … , 𝑎𝑚) ∈ ℰ 𝑚+1 ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο και 𝑥1, … , 𝑥𝑞 ∈ ℰ με

𝑥𝑗 = 𝜎𝑗,0𝑎0 +⋯+ 𝜎𝑗,𝑚𝑎𝑚 (𝑗 = 1, … , 𝑞).

Αν 𝑔 είναι το βαρύκεντρο των βεβαρημένων σημείων (𝑥𝑗, 𝑘𝑗) (𝑗 = 1, … , 𝑞) με 𝑘1+⋯+𝑘𝑞 = 1, τότε οι βαρυκεντρικές
συντεταγμένες του 𝑔 ως προς το 𝐵 δίνονται από την𝑚 + 1-άδα

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗𝜎𝑗,0, … ,
𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗𝜎𝑗,𝑚

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Απόδειξη. Έχουμε:

𝑥𝑗 = 𝑎0 +
𝑚

𝑖=0

𝜎𝑗,𝑖 𝑎0𝑎𝑖

και

𝑔 = 𝑥1 +
𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗 𝑥1𝑥𝑗.

Καθώς ισχύει

𝑥1𝑥𝑗 =
𝑚

𝑖=0
(𝜎𝑗,𝑖 − 𝜎1,𝑖) 𝑎0𝑎𝑖,

παίρνουμε

𝑔 = 𝑥1 +
𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗
𝑚

𝑖=0
(𝜎𝑗,𝑖 − 𝜎1,𝑖) 𝑎0𝑎𝑖.

Έτσι, προκύπτει:

𝑔 = 𝑎0 +
𝑚

𝑖=0

𝜎1,𝑖 𝑎0𝑎𝑖 +
𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗
𝑚

𝑖=0
(𝜎𝑗,𝑖 − 𝜎1,𝑖) 𝑎0𝑎𝑖.

Επομένως, έχουμε:

𝑔 = 𝑎0 +
𝑚

𝑖=0

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗𝜎𝑗,𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑎0𝑎𝑖.

Άρα, οι Καρτεσιανές συντεταγμένες του 𝑔 είναι η𝑚-άδα
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗𝜎𝑗,1, … ,
𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗𝜎𝑗,𝑚

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Καθώς έχουμε

1 −
𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗𝜎𝑗,1 −⋯ −
𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗𝜎𝑗,𝑚 = 1 −
𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗(𝜎𝑗,1 +⋯+ 𝜎𝑗,𝑚)

= 1 −
𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗(1 − 𝜎𝑗,0)

=
𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗𝜎𝑗,0.
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Άρα, οι βαρυκεντρικές συντεταγμένες του 𝑔 ως προς το 𝐵 δίνονται από την𝑚 + 1-άδα
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗𝜎𝑗,0, … ,
𝑞

𝑗=1

𝑘𝑗𝜎𝑗,𝑚

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Παράδειγμα1.20. Θεωρούμε τονομοπαραλληλικόχώροΑ𝑛 και τασημεία𝐸0 = (0,… , 0),𝐸1 = (1, 0, … , 0), … , 𝐸𝑛 =
(0,… , 0, 1). Τα διανύσματα

𝐸0𝐸1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
0
⋮
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, … ,𝐸0𝐸𝑛 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
⋮
0
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

αποτελούν μία βάση τουℝ𝑛 και επομένως η 𝑛 + 1-άδα (𝐸0, 𝐸1, … , 𝐸𝑛) είναι ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο του
Α𝑛.

Παράδειγμα 1.21. Θεωρούμε τα σημεία 𝑎 = (3, 1), 𝑏 = (−1, 2) και 𝑐 = (0, −1) του Α2. Θα εξετάσουμε αν η
τριάδα (𝑎, 𝑏, 𝑐) είναι ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο τουΑ2. Αυτό συμβαίνει, αν και μόνον αν, τα διανύσματα 𝑎𝑏
και 𝑎𝑐 αποτελούν μία βάση τουℝ2. Αρκεί λοιπόν να εξετάσουμε αν τα διανύσματα

𝑎𝑏 = 
−4
1  και 𝑎𝑐 = 

−3
−2

είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Τα 𝑎𝑏 και 𝑎𝑐 είναι γραμμικώς εξαρτημένα, αν και μόνον αν, υπάρχουν 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℝ
με (𝑧1, 𝑧2) ≠ (0, 0) τέτοια, ώστε

𝑧1 
−4
1  + 𝑧2 

−3
−2 = 

0
0 .

Η προηγουμένη ισότητα δίνει:
−4𝑧1 − 3𝑧2 = 0, 𝑧1 − 2𝑧2 = 0,

απ’ όπου έπεται 𝑧1 = 𝑧2 = 0 που είναι άτοπο. Άρα, τα διανύσματα 𝑎𝑏 και 𝑎𝑐 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και
κατά συνέπεια η τριάδα (𝑎, 𝑏, 𝑐) αποτελεί ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο τουΑ2.

Παράδειγμα 1.22. Θεωρούμε τον ομοπαραλληλικό χώρο (𝒫𝑛,1,𝒫𝑛,0, +) του Παραδείγματος 1.6. Η διά-
σταση του χώρου𝒫𝑛,1 είναι 𝑛. Θα δείξουμε ότι τα πολυώνυμα 𝑓𝑖 = (𝑖 + 1)𝑥𝑖 (𝑖 = 0,… , 𝑛) αποτελούν ένα
ομοπαραλληλικό πλαίσιο του χώρου𝒫𝑛,1.

Καθώς έχουμε


1

0
𝑓𝑖 𝑑𝑥 = (𝑖 + 1)

1

0
𝑥𝑖 𝑑𝑥 = 1,

το πολυώνυμο 𝑓𝑖 ανήκει στο𝒫𝑛,1. Στη συνέχεια θεωρούμε τα πολυώνυμα 𝑓0𝑓𝑖 = −1 + (𝑖 + 1)𝑥𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛).
Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν 𝑐1, … , 𝑐𝑛 ∈ ℝ τέτοια, ώστε να ισχύει

𝑐1(−1 + 2𝑥) +⋯ + 𝑐𝑛(−1 + (𝑛 + 1)𝑥𝑛) = 0

ή
−(𝑐1 +⋯+ 𝑐𝑛) + 2𝑐1𝑥 +⋯ + (𝑛 + 1)𝑐𝑛𝑥𝑛 = 0.

Τότε, παίρνουμε 𝑐1 = … = 𝑐𝑛 = 0 και επομένως τα πολυώνυμα 𝑓0𝑓𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.
Συνεπώς, η 𝑛 + 1-άδα (𝑓0, … , 𝑓𝑛) είναι ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο του𝒫𝑛,1.
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Παράδειγμα 1.23. Ας είναι (𝑎, 𝑏, 𝑐) το ομοπαραλληλικό πλαίσιο του Παραδείγματος 1.21. Θα προσδιορί-
σουμε τα σημεία 𝑝 και 𝑞 τουΑ2 με βαρυκεντρικές συντεταγμένες (1/6, 1/3, 1/2) και (1/2, 1/4, 1/4), αντίστοιχα.

Έχουμε:

𝑝 = 𝑎 + 1
3
𝑎𝑏 + 1

2 𝑎𝑐 = (3, 1) +
1
3 

−4
1  +

1
2 

−3
−2 = 

1
6 ,
1
3

και

𝑞 = 𝑎 + 1
4
𝑎𝑏 + 1

4 𝑎𝑐 = (3, 1) +
1
4 

−4
1  +

1
4 

−3
−2 = 

5
4,
3
4 .

Ας είναι 𝑟 ένα σημείο του Α2 με Καρτεσιανές συντεταγμένες (2, 1) ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο
(𝑎, 𝑏, 𝑐). Θα βρούμε τις βαρυκεντρικές του συντεταγμένες. Έχουμε:

𝑟 = 𝑎 + 2𝑎𝑏 + 𝑎𝑐.

Οπότε ισχύει:
𝑟 = (−2)𝑎 + 2𝑏 + 𝑐.

Επομένως, οι βαρυκεντρικές συντεταγμένες του 𝑟 ως προς το (𝑎, 𝑏, 𝑐) είναι (−2, 2, 1).
Στη συνέχεια θεωρούμε το βαρύκεντρο 𝑔 των (𝑝, 1/8), (𝑞, 2/8) και (𝑟, 5/8). Θα υπολογίσουμε τις βαρυκε-

ντρικές συντεταγμένες του 𝑔 ως προς το (𝑎, 𝑏, 𝑐). Έχουμε:

𝑔 = 𝑎 + 1
8 𝑎𝑝 +

2
8 𝑎𝑞 +

5
8 𝑎𝑟.

Από την άλλη πλευρά, έχουμε

𝑎𝑝 = 1
3
𝑎𝑏 + 1

2 𝑎𝑐, 𝑎𝑞 = 1
4
𝑎𝑏 + 1

4 𝑎𝑐, 𝑎𝑟 = 2𝑎𝑏 + 𝑎𝑐.

Έτσι παίρνουμε:

𝑔 = 𝑎 + 65
48

𝑎𝑏 + 3
4 𝑎𝑐.

Οπότε έχουμε:

𝑔 = −53
48 𝑎 +

65
48 𝑏 +

3
4 𝑐.

Άρα, οι βαρυκεντρικές συντεταγμένες του 𝑔 είναι (−53/48, 65/48, 3/4).

1.5 Ασκήσεις-Εργασίες

Ασκήσεις

1.5.1 Ας είναι ℰ = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2/ 𝑥 + 𝑦 = 1}, ℰ⃗ = {(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2/ 𝑎 + 𝑏 = 0} και η απεικόνιση

+ ∶ ℰ × ℰ⃗ ⟶ ℰ , ((𝑥, 𝑦), (𝑎, 𝑏))⟼ (𝑥 + 𝑎, 𝑦 + 𝑏).

Να δειχθεί ότι η τριάδα (ℰ , ℰ⃗ , +) είναι ένας ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 1.

1.5.2 Ας είναι (ℰ , ℰ⃗ , +) ένας ομοπαραλληλικός χώρος. Αν 𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ ℝ με ∑𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖 = 0, τότε, για κάθε

𝑎, 𝑏 ∈ ℰ ισχύει:
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖 =
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑎𝑖.
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1.5.3 Θεωρούμε τον ομοπαραλληλικό χώρο (𝒫𝑛,1,𝒫𝑛,0, +) του Παραδείγματος 1.6.
(α)Να δειχθεί ότι το υποσύνολο𝒱 του𝒫𝑛,1 το οποίο αποτελείται από όλα τα πολυώνυμα του𝒫𝑛,1

που διαιρούνται από το (𝑥 − 1/2)2 είναι ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του 𝒫𝑛,1 και να βρεθεί η
διεύθυνσή του.

(β) Ας είναι 𝑛 = 4. Θεωρούμε το ομοπαραλληλικό πλαίσιο

𝐵 = 0, 1, 𝑥 −
1
2 , 𝑥 −

1
2

2

, 𝑥 −
1
2

3

, 𝑥 −
1
2

4

.

Να προσδιοριστεί το γραμμικό σύστημα του οποίου το σύνολο λύσεων είναι το σύνολο των Καρτεσια-
νών συντεταγμένων των σημείων του𝒱 και να δειχθεί ότι ο χώρος𝒱 είναι επίπεδο.

1.5.4 Ας είναι (ℰ𝑖, ℰ⃗𝑖, +𝑖) (𝑖 = 1, 2) δύο ομοπαραλληλικοί χώροι. Θέτουμε ℰ = ℰ1 × ℰ2 και 𝑉 = ℰ1 × ℰ2.
Θεωρούμε την απεικόνιση + ∶ ℰ ×𝑉 → ℰ η οποία για κάθε (𝑎1, 𝑎2) ∈ ℰ και (�⃗�1, �⃗�2) ∈ 𝑉 ορίζεται ως
εξής:

(𝑎1, 𝑎2) + (�⃗�1, �⃗�2) = (𝑎1 +1 �⃗�1, 𝑎2 +2 �⃗�2).

Να δειχθεί ότι η τριάδα (ℰ , 𝑉, +) είναι ένας ομοπαραλληλικός χώρος. Επίσης, να γενικευτεί το αποτέ-
λεσμα αυτό για την περίπτωση μίας οικογένειας ομοπαραλληλικών χώρων.

1.5.5 Ας είναι 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝔸2. Θεωρούμε τις Καρτεσιανές συντεταγμένες (𝑎1, 𝑎2), (𝑏1, 𝑏2), (𝑐1, 𝑐2) και τις βαρυ-
κεντρικές συντεταγμένες (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2), (𝑏0, 𝑏1, 𝑏2), (𝑐0, 𝑐1, 𝑐2) των 𝑎, 𝑏, 𝑐, αντίστοιχα, ως προς το ομοπα-
ραλληλικό πλαίσιο ((0, 0), (1, 0), (0, 1)). Να δειχθούν τα εξής:

(α) Τα 𝑎, 𝑏, 𝑐 είναι συνευθειακά, αν και μόνον αν, ισχύει:

|
|

𝑎1 𝑏1 𝑐1
𝑎2 𝑏2 𝑐2
1 1 1

|
|
= 0.

(β) Τα 𝑎, 𝑏, 𝑐 είναι συνευθειακά, αν και μόνον αν, ισχύει:

|
|

𝑎0 𝑏0 𝑐0
𝑎1 𝑏1 𝑐1
𝑎2 𝑏2 𝑐2

|
|
= 0.

1.5.6 Ας είναι 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝔸3. Θεωρούμε τις Καρτεσιανές συντεταγμένες (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3), (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3),
(𝑑1, 𝑑2, 𝑑3)και τις βαρυκεντρικές συντεταγμένες (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), (𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3), (𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3), (𝑑0, 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3)
των 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 αντίστοιχα, ως προς το πλαίσιο ((0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)). Να δειχθούν τα εξής:

(α) Τα 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 είναι συνεπίπεδα αν και μόνον αν ισχύει:

|
|
|

𝑎1 𝑏1 𝑐1 𝑑1
𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2
𝑎3 𝑏3 𝑐3 𝑑3
1 1 1 1

|
|
|
= 0.

(β) Τα 𝑎, 𝑏, 𝑐 είναι συνεπίπεδα αν και μόνον αν ισχύει:

|
|
|

𝑎0 𝑏0 𝑐0 𝑑0
𝑎1 𝑏1 𝑐1 𝑑1
𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2
𝑎3 𝑏3 𝑐3 𝑑3

|
|
|
= 0.
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1.5.7 Ας είναι (Ο,Α, Β) ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο του 𝔸2 και 𝑎, 𝑏 δύο διαφορετικά σημεία του 𝔸2. Αν
(𝑎0, 𝑎1, 𝑎2)και (𝑏0, 𝑏1, 𝑏2) είναι οι βαρυκεντρικές συντεταγμένες των 𝑎και 𝑏ωςπρος τοπλαίσιο (Ο,Α, Β),
τότε ένα σημείο 𝑥 ∈ 𝔸2 με βαρυκεντρικές συντεταγμένες (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) ανήκει στην ευθεία < 𝑎, 𝑏 >, αν
και μόνον αν, ισχύει:

(𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)𝑥 + (𝑎2𝑏0 − 𝑎0𝑏2)𝑦 + (𝑎0𝑏1 − 𝑎1𝑏0) = 0.

Να δειχθεί ότι το σύνολο σημείων μίας ευθείας σε βαρυκεντρικές συντεταγμένες (𝑥, 𝑦, 𝑧) είναι ακριβώς
το σύνολο των λύσεων μίας εξίσωσης της μορφής

𝑢𝑥 + 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧 = 0,

όπου 𝑢 ≠ 𝑣, 𝑢 ≠ 𝑤, 𝑣 ≠ 𝑤. Επίσης να δειχθεί ότι δύο εξισώσεις

𝑢𝑥 + 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧 = 0 και 𝑢′𝑥 + 𝑣′𝑦 + 𝑤′𝑧 = 0

παριστούν την ίδια ευθεία σε βαρυκεντρικές συντεταγμένες αν και μόνον αν (𝑢′, 𝑣′, 𝑤′) = 𝜆(𝑢, 𝑣, 𝑤),
όπου 𝜆 ∈ ℝ ⧵ {0}.

1.5.8 Θεωρούμε την απεικόνιση
𝑓 ∶ 𝔸⟶𝔸3, 𝑡 ⟼ (𝑡, 𝑡2, 𝑡3).

Ας είναι 𝑡𝑖 ∈ 𝔸 (𝑖 = 1, 2, 3, 4) τέσσερα διαφορετικά ανά δύο στοιχεία του𝔸. Να δειχθεί ότι τα σημεία
𝑓(𝑡𝑖) (𝑖 = 1, 2, 3, 4) δεν είναι συνεπίπεδα.

1.5.9 Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος, 𝑎 ∈ ℰ και ℱ υποχώρος του ℰ . Να δειχθεί ότι υπάρχει ένας
μοναδικός υποχώρος 𝒢 του ℰ τέτοιος, ώστε 𝑎 ∈ 𝒢 και ο 𝒢 είναι παράλληλος προς τονℱ .

1.5.10 Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος,ℱ1,ℱ2 δύο υποχώροι του ℰ και 𝑎1 ∈ ℱ1, 𝑎2 ∈ ℱ2. Να δειχθούν
τα εξής:

(α) ℱ1 ∩ℱ2 ≠ ∅ ⇔ 𝑎1𝑎2 ∈ ℱ1 + ℱ2.
(β) < ℱ1 ∪ℱ2 = 𝑎1 + ℱ1 + ℱ2+ < 𝑎1𝑎2 >.

1.5.11 Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος καιℱ1,ℱ2 δύο υποχώροι του. Να δειχθούν τα εξής:
(α) Ανℱ1 ∩ℱ2 ≠ ∅, τότε

dim < ℱ1 ∪ℱ2 >= dimℱ1 + dimℱ2 − dim(ℱ1 ∩ℱ2).

(β) Ανℱ1 ∩ℱ2 = ∅, τότε

dim < ℱ1 ∪ℱ2 >= dimℱ1 + dimℱ2 − dim(ℱ1 ∩ ℱ2) + 1.

1.5.12 Ας είναι (𝒱𝑖)𝑖∈𝐼 μία οικογένεια ομοπαραλληλικών υποχώρων του ℰ . Σύμφωνα με την Πρόταση 1.12,
το σύνολο ∩𝑖∈𝐼𝒱𝑖 είναι ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ . Να δειχθεί ότι η κατεύθυνσή του είναι ο
διανυσματικός χώρος ∩𝑖∈𝐼 𝒱𝑖.

1.5.13 Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος και 𝑥, 𝑦 ∈ ℰ . Να δειχθεί ότι υπάρχει ένα μοναδικό σημείο 𝑧 ∈ ℰ
τέτοιο, ώστε 𝑥𝑧 = 𝑧𝑦. Το σημείο 𝑧 καλείται μέσο του {𝑥, 𝑦}. Επίσης, να δειχθεί ότι το σημείο 𝑧 είναι το
μέσο των 𝑥 και 𝑦, αν και μόνον αν, ισχύει 2𝑥𝑧 = 𝑥𝑦.

1.5.14 Ναδειχθεί ότι η τομή ενός υπερεπιπέδου και μίας ευθείας μηπαράλληληςσ’ αυτό, είναι έναμονοσύνολο.

1.5.15 Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος και𝒜 ,ℬ δύο υποχώροι του. Να δειχθούν τα εξής:

(α) Αν 𝒜 + ℬ = ℰ , τότε𝒜 ∩ℬ ≠ ∅.
(β) 𝒜 ⊕ ℬ = ℰ , τότε το𝒜 ∩ℬ αποτελείται από ένα στοιχείο.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΚΛΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ

Σύνοψη
Σ’ αυτό το κεφάλαιο χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα του Κεφαλαίου 1 θα δώσουμε την απόδειξη μερικών
κλασικών θεωρημάτων της Γεωμετρίας σε έναν ομοπαραλληλικό χώρο (ℰ , ℰ⃗ , +) διάστασης 2. Πιο συγκεκρι-
μένα θα ασχοληθούμε με το βαρύκεντρο ενός τριγώνου και με τα θεωρήματα τωνΘαλή, Πάππου,Μενελάου,
Desargues και Ceva. Περισσότερες πληροφορίες περιέχονται στα εξής συγγράμματα τα οποία αναφέρονται
ως βιβλιογραφία στο τέλος του κεφαλαίου.

2.1 Βαρύκεντρο τριγώνου

Σ’ αυτή την ενότητα θα ασχοληθούμε με το βαρύκεντρο ενός τριγώνου.

Ορισμός 2.1. Ας είναι𝐴,𝐵 ∈ ℰ με𝐴 ≠ 𝐵. Καλούμε ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα𝐴 και 𝐵 το κυρτό κάλυμμα
τωνΑ και Β, δηλαδή το σύνολο

[𝐴𝐵] = {𝜆𝐴 + (1 − 𝜆)𝐵/ 𝜆 ∈ [0, 1]}.

Το σημείο

ΜAB =
1
2𝐴 + 1

2𝐵

καλείται μέσο του ευθυγράμμου τμήματος [𝐴𝐵].

Ορισμός 2.2. Ας είναι τρία διαφορετικά μη συνευθειακά σημεία 𝐴, 𝐵, 𝐶 του ℰ . Το σύνολο 𝐴𝐵𝐶 = [𝐴𝐵] ∪
[𝐵𝐶] ∪ [𝐶𝐴] καλείται τρίγωνο με κορυφές𝐴, 𝐵, 𝐶 και πλευρές [𝐴𝐵], [𝐵𝐶], [𝐶𝐴]. To βαρύκεντρο των βεβαρη-
μένων σημείων (Α, 1/3), (Β, 1/3) και (𝐶, 1/3) καλείται βαρύκεντρο του τριγώνου𝐴𝐵𝐶.

Θεώρημα 2.1. Ας είναι𝐴𝐵𝐶 ένα τρίγωνο τουℰ . Τότε, οι τρεις ευθείες 𝐿𝐴 =< Α,𝑀𝐵𝐶 >, 𝐿𝐵 =< Β,Μ𝐴𝐶 > και
𝐿𝐶 =< 𝐶,Μ𝐴𝐵 > τέμνονται στο βαρύκεντρο𝐺 του τριγώνου𝐴𝐵𝐶.

Δόσπρα Π. και Πουλάκης Δ. (2022). «Ομοπαραλληλικοί Χώροι και ΓεωμετρικήΜοντελοποίηση».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. https://www.kallipos.gr/images/kalliposplus/A4/XelatexGuide.pdf

Creative Commons Αναφορά Δημιουργού - Μη Εμπορική Χρήση - Παρόμοια Διανομή 4.0
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Σχήμα 2.1: Βαρύκεντρο Τριγώνου.

Απόδειξη. Το σημείο 𝐺 είναι το βαρύκεντρο των σημείων (Α, 1/3), (Β, 1/3) και (𝐶, 1/3). Σύμφωνα με τον Αλ-
γόριθμο 1.1, για να υπολογίσουμε το𝐺, μπορούμε να υπολογίσουμε πρώτα το βαρύκεντρο𝑀𝐴𝐵 των (𝐴, 1/2)
και (𝐵, 1/2) και κατόπιν το βαρύκεντρο των (𝑀𝐴𝐵, 2/3) και (𝐶, 1/3). Συνεπώς, το𝐺 ανήκει στην ευθεία 𝐿𝐶. Στη
συνέχεια, παίρνοντας τα σημεία (𝐵, 1/2) και (𝐶, 1/2) και εργαζόμενοι όπως προηγουμένως βλέπουμε ότι το 𝐺
ανήκει στην ευθεία 𝐿A. Όμοια, συμπεραίνουμε ότι το𝐺 ανήκει και στην ευθεία 𝐿𝐵. Συνεπώς, οι ευθείες 𝐿𝐴, 𝐿𝐵
και 𝐿𝐶 έχουν ως κοινό τους σημείο το βαρύκεντρο𝐺.

Το προηγούμενο κλασικό θεώρημα γενικεύεται ως εξής:

Θεώρημα 2.2. Ας είναι 𝐴𝐵𝐶 ένα τρίγωνο του ℰ και 𝐺 ένα σημείο του ℰ διαφορετικό από τα 𝐴, 𝐵 και 𝐶. Οι
παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες:

(α) Το 𝐺 είναι το κοινό σημείο τομής των ευθειών < 𝐴, 𝑃 >, < 𝐵,𝑄 >, < 𝐶,𝑅 >, όπου 𝑃 ∈< 𝐵,𝐶 >,
𝑄 ∈< 𝐶,𝐴 >, 𝑅 ∈< 𝐴, 𝐵 >.
(β) Υπάρχουν 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ έτσι, ώστε το 𝐺 να είναι το βαρύκεντρο των βεβαρημένων σημείων (𝐴, 𝑎), (𝐵, 𝑏),

(𝐶, 𝑐), το σημείο 𝑃 το βαρύκεντρο των (𝐵, 𝑏/(𝑏 + 𝑐)), (𝐶, 𝑐/(𝑏 + 𝑐)), το σημείο𝑄 το βαρύκεντρο των (𝐶, 𝑐/(𝑎 + 𝑐)),
(𝐴, 𝑎/(𝑎 + 𝑐)) και το σημείο 𝑅 το βαρύκεντρο των (𝐴, 𝑎/(𝑎 + 𝑏)), (𝐵, 𝑏/(𝑎 + 𝑏)).

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι ισχύει η πρόταση (α). Καθώς dimℰ = 2 και τα διανύσματα𝐴𝐵, 𝐴𝐶 αποτελούν
μία βάση του ℰ⃗ , υπάρχουν 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ έτσι, ώστε 𝐴𝐺 = 𝑏𝐴𝐵 + 𝑐𝐴𝐶. Επομένως, θέτοντας 𝑎 = 1 − 𝑏 − 𝑐, έχουμε:

𝐺 = 𝑎𝐴 + 𝑏𝐵 + 𝑐𝐶.

Άρα, το σημείο 𝐺 είναι το βαρύκεντρο των βεβαρημένων σημείων (𝐴, 𝑎), (𝐵, 𝑏), (𝐶, 𝑐). Ας υποθέσουμε ότι
𝑏 + 𝑐 = 0. Έτσι, έχουμε:

𝐴𝐺 = 𝑏(𝐴𝐵 − 𝐴𝐶) = 𝑏𝐶𝐵.

Αν 𝑏 ≠ 0, τότε οι ευθείες < 𝐴,𝐺 > και < 𝐶, 𝐵 > είναι παράλληλες και επομένως η τομή τους είναι κενή.
Καθώς όμως 𝑃 ∈< 𝐴,𝐺 > ∩ < 𝐶, 𝐵 >, καταλήγουμε σε άτοπο. Έτσι, έχουμε 𝑏 = 0 και επομένως 𝑐 = 0,
𝑎 = 1, απ’ όπου παίρνουμε 𝐴 = 𝐺 το οποίο είναι άτοπο. Συνεπώς, ισχύει 𝑏 + 𝑐 ≠ 0. Από την Πρόταση 1.5
έχουμε ότι 𝐺 = 𝑎𝐴 + (𝑏 + 𝑐)𝑃′, όπου 𝑃′ είναι το βαρύκεντρο των (𝐵, 𝑏/(𝑏 + 𝑐)) και (𝐶, 𝑐/(𝑏 + 𝑐)). Καθώς
𝑃′ ∈< 𝐵,𝐶 > ∩ < 𝐴,𝐺 >, έπεται 𝑃 = 𝑃′. Ομοίως, αποδεικνύεται ότι το σημείο 𝑄 είναι το βαρύκεντρο των
(𝐶, 𝑐), (𝐴, 𝑎) και το σημείο 𝑅 το βαρύκεντρο των (𝐴, 𝑎), (𝐵, 𝑏). Άρα, ισχύει η πρόταση (β).

Αντιστρόφως, ας υποθέσουμε ότι ισχύει η πρόταση (β). Τότε, έχουμε𝐺 = 𝑎𝐴+ 𝑏𝐵+ 𝑐𝐶. Καθώς το 𝑃 είναι
το βαρύκεντρο των (𝐵, 𝑏/(𝑏+𝑐)), (𝐶, 𝑐/(𝑏+𝑐)), hΠρόταση 1.5 συνεπάγεται ότι𝐺 = 𝑎𝐴+(𝑏+𝑐)𝑃 και επομένως
𝐺 ∈< 𝐴, 𝑃 >. Ομοίως παίρνουμε 𝐺 ∈< Β,𝑄 > και 𝐺 ∈< 𝐶,𝑅 >. Άρα, το 𝐺 είναι το κοινό σημείο τομής των
ευθειών < 𝐴, 𝑃 >, < 𝐵,𝑄 >, < 𝐶,𝑅 > και κατά συνέπεια ισχύει η πρόταση (α).
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2.2 Το Θεώρημα του Θαλή

Σ’ αυτή την ενότητα δίνουμε την απόδειξη του γνωστού θεωρήματος του Θαλή και δύο εφαρμογές του.

Ορισμός 2.3. Ας είναι𝐴,𝐵,𝐶 τρία διαφορετικά συνευθειακά σημεία τουℰ . Τότε, υπάρχει𝛼 ∈ ℝ τέτοιο, ώστε
𝐴𝐶 = 𝛼 𝐴𝐵. Καλούμε λόγο του 𝐴𝐶 ως προς 𝐴𝐵 τον πραγματικό αριθμό 𝛼 και τον συμβολίζουμε με

𝐴𝐶
𝐴𝐵

.

Θεώρημα 2.3. (Θεώρημα του Θαλή) Ας είναι𝐴𝐵𝐶 ένα τρίγωνο του ℰ και Β ′ ∈< 𝐴, 𝐵 >, 𝐶′ ∈< 𝐴,𝐶 >. Τότε,
οι ευθείες < Β,𝐶 > και < Β ′, 𝐶′ > είναι παράλληλες, αν και μόνον αν, ισχύει:

𝐴𝐵′
𝐴𝐵

=
𝐴𝐶′
𝐴𝐶

.

Σ’ αυτή την περίπτωση, οι δύο παραπάνω λόγοι ισούνται και με τον λόγο

𝐵′𝐶′
𝐵𝐶

.

Σχήμα 2.2: Θεώρημα του Θαλή.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι οι ευθείες < Β,𝐶 > και < Β ′, 𝐶′ > είναι παράλληλες. Τότε, οι διανυσματικοί
χώροι που παράγονται αντίστοιχα από τα διανύσματα𝐵′𝐶′ και 𝐵𝐶 συμπίπτουν. Οπότε, ισχύει𝐵′𝐶′ = 𝜆𝐵𝐶,
όπου 𝜆 ∈ ℝ. Από την άλλη πλευρά, καθώς Β ′ ∈< 𝐴, 𝐵 > και 𝐶′ ∈< 𝐴,𝐶 >, έχουμε:

Β ′ = (1 − 𝛽)𝐴 + 𝛽𝐵, και 𝐶′ = (1 − 𝛾)𝐴 + 𝛾𝐶,

όπου 𝛽, 𝛾 ∈ ℝ. Επομένως, ισχύει:

Α𝐵′ = 𝛽Α𝐵 και Α𝐶′ = 𝛾Α𝐶.

Από την Πρόταση 1.2(α) έχουμε:
𝐵′𝐶′ = Α𝐶′ − Α𝐵′.

Αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση προκύπτει:

𝜆𝐵𝐶 = 𝛾Α𝐶 − 𝛽Α𝐵.

Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας την Πρόταση 1.2(α) παίρνουμε:

𝜆(Α𝐶 − Α𝐵) = 𝛾Α𝐶 − 𝛽Α𝐵.
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Έτσι, έχουμε:
(𝜆 − 𝛾)Α𝐶 + (𝛽 − 𝛾)Α𝐵 = 0⃗.

Καθώς τα διανύσματα Α𝐶 και Α𝐵 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, παίρνουμε 𝜆 = 𝛽 = 𝛾. Συνεπώς, έχουμε:

𝐴𝐵′
𝐴𝐵

= 𝛽 = 𝛾 =
𝐴𝐶′
𝐴𝐶

και
𝐴𝐵′
𝐴𝐵

= 𝛽 = 𝜆 =
𝐵′𝐶′
𝐵𝐶

.

Αντιστρόφως, ας υποθέσουμε ότι ισχύει:

𝐴𝐵′
𝐴𝐵

=
𝐴𝐶′
𝐴𝐶

.

Τότε, έχουμε:
𝐴𝐵′ = 𝜆𝐴𝐵 και 𝐴𝐶′ = 𝜆𝐴𝐶,

όπου 𝜆 ∈ ℝ. Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 1.2(α), παίρνουμε:

𝐵′𝐶′ = 𝐴𝐶′ − 𝐴𝐵′ = 𝜆𝐴𝐶 − 𝜆𝐴𝐵 = 𝜆𝐵𝐶.

Eπομένως, οι ευθείες < Β,𝐶 > και < Β ′, 𝐶′ > είναι παράλληλες.

Στη συνέχεια δίνουμε δύο εφαρμογές του Θεωρήματος του Θαλή.

Σχήμα 2.3: Υποδιαίρεση ευθυγράμμου τμήματος σε 5 ίσα τμήματα.

1. Υποδιαίρεση ενός ευθύγραμμου τμήματος σε 𝑛 ίσα μέρη. Aς είναι [Α, Β] ένα ευθύγραμμο τμήμα. Θα το
χωρίσουμε σε 𝑛 ίσα μέρη. Θεωρούμε μία τυχούσα ευθεία διαφορετική από την< 𝐴, 𝐵 > η οποία διέρχεται από
το σημείο𝐴 και επί αυτής σημεία 𝑃1, … , 𝑃𝑛 έτσι, ώστε να έχουμε:

𝐴𝑃2
𝐴𝑃1

= 2,
𝐴𝑃3
𝐴𝑃1

= 3, … ,
𝐴𝑃𝑛
𝐴𝑃1

= 𝑛.

Έτσι τα σημεία 𝑃1, … , 𝑃𝑛 υποδιαιρούν το ευθύγραμμο τμήμα [𝐴, 𝑃𝑛] σε 𝑛 ίσα μέρη. Θεωρούμε την ευθεία
< 𝑃𝑛, 𝐵 > και από τα σημεία 𝑃1, … , 𝑃𝑛−1 τις παράλληλες ευθείες προς την < 𝑃𝑛, 𝐵 >. Αυτές τέμνουν την
ευθεία < 𝐴, 𝐵 > στα σημεία𝑀1, … ,𝑀𝑛−1, αντίστοιχα. Οι ευθείες < 𝑃1,𝑀1 >,… , < 𝑃2,𝑀𝑛−1 >,< 𝑃𝑛, 𝐵 >
είναι παράλληλες μεταξύ τους και επομένως το Θεώρημα του Θαλή δίνει:

𝐴Μ2
𝐴𝑀1

=
𝐴𝑃2
𝐴𝑃1

= 2, … ,
𝐴𝑀𝑛−1
𝐴𝑀1

=
𝐴𝑃𝑛−1
𝐴𝑃1

= 𝑛 − 1,
𝐴𝐵
𝐴𝑀1

=
𝐴𝑃𝑛
𝐴𝑃1

= 𝑛.
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Σχήμα 2.4: Κατασκευή του συζυγούς αρμονικού του 𝐶 ως προς τα𝐴 και 𝐵.

Συνεπώς, τα σημεία𝑀1, … ,𝑀𝑛 υποδιαιρούν το ευθύγραμμο τμήμα [𝐴, 𝐵] σε 𝑛 ίσα μέρη.

2.Κατασκευή του συζυγούς αρμονικού ενός σημείου. Ας είναι𝐴, 𝐵 δύο διαφορετικά σημεία και 𝐶 ένα σημείο
της ευθείας < 𝐴, 𝐵 >. Καλούμε συζυγές αρμονικό του σημείου 𝐶 ως προς τα σημεία𝐴 και 𝐵 ένα σημείο𝐷 επί
της ευθείας < 𝐴, 𝐵 > τέτοιο, ώστε να ισχύει:

𝐶𝐴
𝐶𝐵

= −
𝐷𝐴
𝐷𝐵

.

Για την κατασκευή του𝐷 εργαζόμαστε ως εξής: Θεωρούμε δύο τυχούσες παράλληλες ευθείεςℒ𝐴 καιℒ𝐵
οι οποίες διέρχονται από τα σημεία𝐴 και 𝐵, αντίστοιχα. Επιλέγουμε ένα τυχόν σημείο𝑀 τηςℒ𝐴 με𝑀 ≠ 𝐴.
Η ευθεία < 𝑀,𝐶 > τέμνει την ευθείαℒ𝐵 σε ένα σημείο 𝑃. Θεωρούμε το σημείο 𝑄 της ευθείαςℒ𝐵 τέτοιο,
ώστε να ισχύει 𝐵𝑄 = −𝐵𝑃. Η ευθεία < Μ,𝑄 > τέμνει την < 𝐴, 𝐵 > στο σημείο𝐷 το οποίο είναι το συζυγές
αρμονικό του 𝐶. Πράγματι, από το Θεώρημα του Θαλή έχουμε:

−
𝐷𝐴
𝐷𝐵

= −
𝐴Μ
𝐵𝑄

=
𝐴Μ
𝐵𝑃

=
𝐶𝐴
𝐶𝐵

.

Επομένως, το σημείο𝐷 είναι το συζυγές αρμονικό του 𝐶 ως προς τα σημεία𝐴 και 𝐵.

2.3 Το Θεώρημα του Πάππου

Η απόδειξη του θεωρήματος του Πάππου δίνεται σε αυτή την ενότητα.

Θεώρημα 2.4. (Θεώρημα του Πάππου) Ας είναι𝒟 ,𝒟 ′ δύο διαφορετικές ευθείες τουℰ . Θεωρούμε τρία διαφο-
ρετικά σημεία 𝐴,𝐵, 𝐶 ∈ 𝒟 ⧵ 𝒟 ′ και τρία διαφορετικά σημεία 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ ∈ 𝒟 ′ ⧵ 𝒟 . Αν οι ευθείες < 𝐴, 𝐵′ >,
< 𝐵,𝐴′ > είναι παράλληλες και οι ευθείες< 𝐵,𝐶′ >,< 𝐶, 𝐵′ > παράλληλες, τότε οι ευθείες< 𝐶,𝐴′ >,< 𝐴,𝐶′ >
είναι επίσης παράλληλες.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι𝒟 ∩𝒟 ′ = {𝐼}. Καθώς οι ευθείες < 𝐴, 𝐵′ > και < 𝐵,𝐴′ > είναι παράλληλες,
από το Θεώρημα του Θαλή παίρνουμε:

𝐼𝐴′

𝐼𝐵′
=
𝐼𝐵
𝐼𝐴

= 𝑘.

Άρα, έχουμε:
𝐼𝐴′ = 𝑘𝐼𝐵′ και 𝐼𝐵 = 𝑘 𝐼𝐴.
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Σχήμα 2.5: Θεώρημα του Πάππου. Περίπτωση μη παράλληλων ευθειών.

Σχήμα 2.6: Θεώρημα του Πάππου. Περίπτωση παράλληλων ευθειών.

Ομοίως υπάρχει 𝑙 ∈ ℝ τέτοιο, ώστε:

𝐼𝐵′ = 𝑙 𝐼𝐶′ και 𝐼𝐶 = 𝑙 𝐼𝐵.

Συνδυάζοντας τις παραπάνω ισότητες, παίρνουμε:

𝐼𝐴′ = 𝑘𝑙 𝐼𝐶′ και 𝐼𝐶 = 𝑘𝑙 𝐼𝐴.

Eπομένως, ισχύει:
𝐼𝐴′

𝐼𝐶′
=
𝐼𝐶
𝐼𝐴
.

Οπότε, από το Θεώρημα του Θαλή έχουμε ότι οι ευθείες < 𝐴,𝐶′ > και < 𝐴′, 𝐶 > είναι παράλληλες.
Ας υποθέσουμε τώρα ότι οι ευθείες𝒟 ,𝒟 ′ είναι παράλληλες. Επομένως, ισχύει𝐵′𝐴′ = 𝜆 𝐴𝐵, όπου 𝜆 ∈ ℝ.

Καθώς οι ευθείες< 𝐴, 𝐵′ >,< 𝐵,𝐴′ > είναι παράλληλες, έχουμε 𝐴′𝐵 = 𝜇 𝐴𝐵′, όπου 𝜇 ∈ ℝ. Έτσι, προκύπτει:

𝐴𝐵 = 𝐴𝐵′ +𝐵′𝐴′ + 𝐴′𝐵 = 𝐴𝐵′ + 𝜆 𝐴𝐵 + 𝜇 𝐴𝐵′.

Οπότε, έχουμε:
(𝜆 − 1)𝐴𝐵 + (1 + 𝜇) 𝐴𝐵′ = 0⃗.

Επειδή τα σημεία 𝐴, 𝐵, 𝐵′ δεν είναι συνευθειακά, τα διανύσματα 𝐴𝐵, 𝐴𝐵′ είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και
επομένως 𝜆 − 1 = 𝜇 + 1 = 0. Άρα, ισχύει𝐵′𝐴′ = 𝐴𝐵. Ομοίως, παίρνουμε𝐶′𝐵′ = 𝐵𝐶. Έτσι, έχουμε:

𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 =𝐶′𝐵′ +𝐵′𝐴′ = 𝐶′𝐴′.

Οπότε, από την Πρόταση 1.2(δ) έπεται 𝐶𝐴′ = 𝐴𝐶′ και επομένως οι ευθείες < 𝐶,𝐴′ >, < 𝐴,𝐶′ > είναι
παράλληλες.
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2.4 Το Θεώρημα του Μενελάου

Το θεώρημα τουΜενελάου αποτελεί το αντικείμενο αυτής της ενότητας.

Θεώρημα 2.5. (Θεώρημα του Μενελάου) Ας είναι 𝐴𝐵𝐶 ένα τρίγωνο του ℰ και 𝑃 ∈< 𝐴,𝐶 >, 𝑄 ∈< 𝐵,𝐶 >,
𝑅 ∈< 𝐴, 𝐵 > τρία σημεία διαφορετικά από τις κορυφέςΑ, Β, 𝐶. Τότε, τα σημεία 𝑃,𝑄, 𝑅 είναι συνευθειακά, αν και
μόνον αν, ισχύει:

𝑃𝐴
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐵

𝑅𝐵
𝑅𝐴

= 1.

Σχήμα 2.7: Θεώρημα του Μενελάου.

Απόδειξη. Tασημεία𝐴,𝐵,𝐶 είναι μη συνευθειακά και επομένως η τριάδα (𝐴, 𝐵, 𝐶) ένα ομοπαραλληλικό πλαί-
σιο του ℰ . Ας είναι (𝑝1, 0, 𝑝3), (0, 𝑞2, 𝑞3), (𝑟1, 𝑟2, 0) oι βαρυκεντρικές συντεταγμένες των 𝑃, 𝑄, 𝑅 ως προς το
πλαίσιο (𝐴, 𝐵, 𝐶). Καθώς τα 𝑃,𝑄, 𝑅 είναι διαφορετικά από τις κορυφέςΑ, Β, 𝐶, οι αριθμοί 𝑝1, 𝑝3, 𝑞2, 𝑞3, 𝑟1, 𝑟2
είναι μη μηδενικοί. Έχουμε:

𝑃 = 𝑝1𝐴 + 𝑝3𝐶, 𝑄 = 𝑞2𝐵 + 𝑞3𝐶, 𝑅 = 𝑟1𝐴 + 𝑟2𝐵.

Έτσι, παίρνουμε:

𝑃 = 𝑃 + 𝑝1𝑃𝐴 + 𝑝3𝑃𝐶, 𝑄 = 𝑄 + 𝑞2𝑄𝐵 + 𝑞3𝑄𝐶, 𝑅 = 𝑅 + 𝑟1𝑅𝐴+ 𝑟2𝑅𝐵.

Eπομένως, ισχύει:
𝑝1𝑃𝐴 + 𝑝3𝑃𝐶 = 0⃗, 𝑞2𝑄𝐵 + 𝑞3𝑄𝐶 = 0⃗, 𝑟1𝑅𝐴+ 𝑟2𝑅𝐵 = 0⃗.

Οπότε, προκύπτει:
𝑃𝐴
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐵

𝑅𝐵
𝑅𝐴

= −𝑝3𝑞2𝑟1𝑝1𝑞3𝑟2
.

Από την άλλη πλευρά, ισχύει:

𝑄 = 𝑃 + 𝑞2𝑃𝐵 + 𝑞3𝑃𝐶 και 𝑅 = 𝑃 + 𝑟1𝑃𝐴 + 𝑟2𝑃𝐵.

Επίσης, έχουμε:
𝑃𝐴 = −𝑝3𝑝1

𝑃𝐶.
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Συνδυάζοντας τα παραπάνω, παίρνουμε:

𝑃𝑄 = 𝑞2𝑃𝐵 + 𝑞3𝑃𝐶 και 𝑃𝑅 = −𝑝3𝑟1𝑝1
𝑃𝐶 + 𝑟2𝑃𝐵.

Καθώς 𝑃 ∈< 𝐴,𝐶 > και < Α,𝐶 > ∩ < 𝐵,𝐶 >= {𝐶}, τα 𝐵, 𝐶, 𝑃 είναι συνευθειακά, αν και μόνον αν, 𝑃 = 𝐶
πράγμα άτοπο. Άρα, τα𝐵,𝐶,𝑃 δεν είναι συνευθειακά και επομένως τα𝑃𝐵 και𝑃𝐶 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.
Έτσι, υπάρχει 𝑘 ∈ ℝ ⧵ {0} με𝑃𝑅 = 𝑘𝑃𝑄, αν και μόνον αν, ισχύει:

(𝑟2 − 𝑘𝑞2)𝑃𝐵 − 
𝑝3𝑟1
𝑝1

+ 𝑘𝑞3 𝑃𝐶 = 0⃗.

Καθώς τα διανύσματα𝑃𝐵,𝑃𝐶 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, η παραπάνω ισότητα ισοδυναμεί με τις ισότητες

𝑟2
𝑞2
= 𝑘 = −𝑝3𝑟1𝑞3𝑝1

.

Συνεπώς, τα𝑃𝑅 και 𝑃𝑄 είναι γραμμικώς εξαρτημένα, αν και μόνον αν, ισχύει:

𝑝3𝑞2𝑟1
𝑞3𝑟2𝑝1

= −1.

Έτσι, τα σημεία 𝑃,𝑄, 𝑅 είναι συνευθειακά, αν και μόνον αν, έχουμε:

𝑃𝐴
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐵

𝑅𝐵
𝑅𝐴

= 1.

2.5 Το Θεώρημα του 𝐷𝑒𝑠𝑎𝑟𝑔𝑢𝑒𝑠

Σ’ αυτή την ενότητα δίνεται η απόδειξη του θεωρήματος του Desargues.

Θεώρημα 2.6. (Θεώρημα του 𝐷𝑒𝑠𝑎𝑟𝑔𝑢𝑒𝑠) Ας είναι 𝐴𝐵𝐶, 𝐴′𝐵′𝐶′ δύο τρίγωνα του ℰ με 𝐴 ≠ 𝐴′, 𝐵 ≠ 𝐵′,
𝐶 ≠ 𝐶′. Αν η ευθεία < 𝐴, 𝐵 > είναι παράλληλη με την < 𝐴′𝐵′ >, η < 𝐵,𝐶 > με την < 𝐵′, 𝐶′ > και η < 𝐶,𝐴 >
με την < 𝐶′, 𝐴′ >, τότε οι ευθείες < 𝐴,𝐴′ >, < 𝐵, 𝐵′ > και < 𝐶,𝐶′ > είτε είναι παράλληλες είτε έχουν ένα κοινό
σημείο.

Σχήμα 2.8: Θεώρημα του𝐷𝑒𝑠𝑎𝑟𝑔𝑢𝑒𝑠.
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Απόδειξη. Αν οι ευθείες < 𝐴,𝐴′ >, < 𝐵, 𝐵′ > και < 𝐶,𝐶′ > δεν είναι παράλληλες, τότε από το Παράδειγμα
1.17 έχουμε ότι δύο από αυτές, ας είναι οι< 𝐴,𝐴′ > και< 𝐵, 𝐵′ >, έχουν ένα κοινό σημείο 𝐼. Καθώς οι ευθείες
< 𝐴, 𝐵 > και < 𝐴′𝐵′ > είναι παράλληλες, από το Θεώρημα του Θαλή έπεται:

𝐼𝐴′

𝐼𝐴
=
𝐼𝐵′
𝐼𝐵

= 𝑘.

Ας είναι 𝐶′′ ∈< 𝐼, 𝐶 > τέτοιο, ώστε 𝐼𝐶′′ = 𝑘 𝐼𝐶. Έτσι, έχουμε:

𝐼𝐴′

𝐼𝐴
=

𝐼𝐶′′
𝐼𝐶

και
𝐼Β ′
𝐼Β

=
𝐼𝐶′′
𝐼𝐶

.

Επομένως, από το Θεώρημα του Θαλή έχουμε ότι οι ευθείες < 𝐴,𝐶 > και < 𝐴′, 𝐶′′ > είναι παράλληλες,
καθώς και οι ευθείες < 𝐵,𝐶 > και < 𝐵′, 𝐶′′ >. Καθώς η ευθεία < 𝐶,𝐴 > είναι παράλληλη με την < 𝐶′, 𝐴′ >,
παίρνουμε < 𝐶′, 𝐴′ >=< 𝐴′, 𝐶′′ >. Ομοίως προκύπτει < 𝐶′, Β ′ >=< Β ′, 𝐶′′ >. Από την άλλη πλευρά
έχουμε:

< 𝐶′, 𝐴′ > ∩ < 𝐶′, Β ′ >= {𝐶′} και < 𝐶′′, 𝐴′ > ∩ < 𝐶′′, Β ′ >= {𝐶′′}.

Άρα, ισχύει 𝐶′ = 𝐶′′ και κατά συνέπεια οι ευθείες < 𝐴,𝐴′ >, < 𝐵, 𝐵′ > και < 𝐶,𝐶′ > διέρχονται από το
σημείο 𝐼.

2.6 Το Θεώρημα του 𝐶𝑒𝑣𝑎

Η τελευταία ενότητα του κεφαλαίου είναι αφιερωμένη στο θεώρημα του Ceva.

Θεώρημα 2.7. (Θεώρημα του 𝐶𝑒𝑣𝑎) Ας είναι 𝐴𝐵𝐶 ένα τρίγωνο του ℰ και 𝑃 ∈< 𝐴,𝐶 >, 𝑄 ∈< 𝐵,𝐶 >,
𝑅 ∈< 𝐴, 𝐵 > τρία σημεία διαφορετικά από τις κορυφές Α, Β, 𝐶. Τότε, oι ευθείες < 𝑃, 𝐵 >, < 𝑄,𝐴 >, < 𝑅,𝐶 >
έχουν ένα κοινό σημείο ή είναι παράλληλες, αν και μόνον αν, ισχύει:

𝑃𝐴
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐵

𝑅𝐵
𝑅𝐴

= −1.

Σχήμα 2.9: Θεώρημα του 𝐶𝑒𝑣𝑎.

Απόδειξη. Τα σημεία𝐴,𝐵,𝐶 είναι μη συνευθειακά και επομένως η τριάδα (𝐴, 𝐵, 𝐶) ένα ομοπαραλληλικό πλαί-
σιο του ℰ . Ας είναι

𝑃 = 𝑝1𝐴 + 𝑝3𝐶, 𝑄 = 𝑞2𝐵 + 𝑞3𝐶, 𝑅 = 𝑟1𝐴 + 𝑟2𝐵

η γραφή των 𝑃,𝑄, 𝑅 ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (𝐴, 𝐵, 𝐶). Τότε, όπως και στην απόδειξη του Θεω-
ρήματος 2.5, προκύπτει:

𝑃𝐴
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐵

𝑅𝐵
𝑅𝐴

= −𝑝3𝑞2𝑟1𝑝1𝑞3𝑟2
.
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Ας υποθέσουμε ότι οι ευθείες < 𝑃, 𝐵 >, < 𝑄,𝐴 >, < 𝑅,𝐶 > έχουν ένα κοινό σημείο𝑂. Τότε, έχουμε:

𝑂 = 𝑝𝑃 + 𝑏𝐵 = 𝑞𝑄 + 𝑎𝐴 = 𝑟𝑅 + 𝑐𝐶.

Έτσι, έχουμε:

𝑂 = 𝑝𝑝1𝐴 + 𝑏𝐵 + 𝑝𝑝3𝐶,
= 𝑎𝐴 + 𝑞𝑞2𝐵 + 𝑞𝑞3𝐶,
= 𝑟𝑟1𝐴 + 𝑟𝑟2𝐵 + 𝑐𝐶.

Καθώς η τριάδα (𝐴, 𝐵, 𝐶) είναι ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο, παίρνουμε:

𝑟1
𝑝1

= 𝑟
𝑝,

𝑞2
𝑟2
= 𝑞
𝑟 ,

𝑝3
𝑞3
= 𝑝
𝑞 .

Επομένως, ισχύει:
𝑝3𝑞2𝑟1
𝑝1𝑞3𝑟2

= 𝑝𝑞𝑟
𝑝𝑞𝑟 = 1.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι οι ευθείες < 𝑃, 𝐵 >, < 𝑄,𝐴 >, < 𝑅,𝐶 > είναι παράλληλες. Τότε 𝐴𝑄 = 𝜆𝐵𝑃 και
𝐶𝑅 = 𝜇𝐵𝑃, όπου 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ ⧵ {0}. Από την άλλη πλευρά ισχύει:

𝑃 = 𝐵 + 𝑝1𝐵𝐴 + 𝑝3𝐵𝐶, 𝑄 = 𝐴 + 𝑞2𝐴𝐵 + 𝑞3𝐴𝐶, 𝑅 = 𝐶 + 𝑟1𝐶𝐴+ 𝑟2𝐶𝐵.

Έτσι, προκύπτει:

𝐵𝑃 = 𝑝1𝐵𝐴 + 𝑝3𝐵𝐶 = 𝐵𝐴 + 𝑝3𝐴𝐶,
𝐴𝑄 = 𝑞2𝐴𝐵 + 𝑞3𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 + 𝑞3𝐵𝐶,
𝐶𝑅 = 𝑟1𝐶𝐴+ 𝑟2𝐶𝐵 = 𝐶𝐵 + 𝑟1𝐵𝐴.

Τα διανύσματα 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 και 𝐶Α είναι ανά δύο γραμμικώς ανεξάρτητα. Οπότε, από τις σχέσεις 𝐴𝑄 = 𝜆𝐵𝑃 και
𝐶𝑅 = 𝜇𝐵𝑃, παίρνουμε:

−𝑝1𝜆 = 1, 𝜆𝑝3 = 𝑞3, −𝜆 = 𝑞2, 𝜇𝑝1 = 𝑟1, 𝜇𝑝3 = −1, 𝜇 = −𝑟2.

Επομένως, έχουμε:
𝑝3𝑞2𝑟1
𝑝1𝑞3𝑟2

= − 1𝑟1
1
𝑝3
𝑝1 =

𝑟1
𝑟1
= 1.

Άρα, και στις δύο περιπτώσεις ισχύει:
𝑃𝐴
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐵

𝑅𝐵
𝑅𝐴

= −1.

Αντιστρόφως, ας υποθέσουμε ότι η παραπάνω ισότητα ισχύει. Ας σημειωθεί ότι οι ευθείες < 𝐴,𝑄 > και
< 𝐵, 𝑃 > είναι διαφορετικές, γιατί διαφορετικά τα σημεία 𝐴, 𝐵, 𝐶 θα ήταν συνευθειακά, πράγμα που δεν
συμβαίνει. Διακρίνουμε τις παρακάτω δύο περιπτώσεις:

α) Ισχύει < 𝐴,𝑄 > ∩ < 𝐵, 𝑃 >= {𝑂}. Ας υποθέσουμε ότι οι ευθείες < 𝐶,𝑂 > και < 𝐴, 𝐵 > είναι
παράλληλες. Τότε, στα τρίγωνα 𝑃𝐴𝐵 και𝑄𝐴𝐵, από το θεώρημα του Θαλή αντίστοιχα έχουμε:

𝑃𝐶
𝑃𝐴

=
𝐶𝑂
𝐴𝐵

και
𝑄𝐶
𝑄𝐵

=
𝐶𝑂
𝐵𝐴

.

Oπότε, προκύπτει:
𝑃𝐴
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐵

= −1.
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Επομένως, ισχύει
𝑅𝐵
𝑅𝐴

= 1,

απ’ όπου έπεται 𝐴 = 𝐵 που είναι άτοπο. Άρα, < 𝐶,𝑂 > και < 𝐴, 𝐵 > δεν είναι παράλληλες και ας είναι
< 𝐶,𝑂 > ∩ < 𝐴, 𝐵 >= {𝐶′}. Τότε, στο τρίγωνο𝐴𝐵𝐶, σύμφωνα με το ορθό του θεωρήματος που αποδείξαμε
παραπάνω, ισχύει:

𝑃𝐴
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐵

𝐶′𝐵
𝐶′𝐴

= −1.

Από την άλλη πλευρά, σύμφωνα με την υπόθεση, ισχύει:

𝑃𝐴
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐵

𝑅𝐵
𝑅𝐴

= −1.

Έτσι, παίρνουμε:
𝐶′𝐵
𝐶′𝐴

=
𝑅𝐵
𝑅𝐴

.

Έχουμε:

1 +
𝐵𝐴
𝐶′𝐵

=
𝐶′𝐵 + 𝐵𝐴
𝐶′𝐵

=
𝐶′𝐴
𝐶′𝐵

=
𝑅𝐴
𝑅𝐵

=
𝑅𝐵 + 𝐵𝐴
𝑅𝐵

= 1 +
𝐵𝐴
𝑅𝐵

.

Έτσι, παίρνουμε 𝐶′ = 𝑅. Συνεπώς, τοΟ είναι κοινό σημείο των ευθειών < 𝑃, 𝐵 >, < 𝑄,𝐴 > και < 𝑅,𝐶 >.
β) Οι ευθείες < 𝐴,𝑄 > και < 𝐵, 𝑃 > είναι παράλληλες. Θεωρούμε την ευθεία Γ η οποία διέρχεται από

το 𝐶 και είναι παράλληλη προς την < 𝐴,𝑄 >. Ας υποθέσουμε ότι ευθείες Γ, < 𝐴, 𝐵 > είναι παράλληλες και
επομένως οι ευθείες < 𝐴, 𝐵 >, < 𝐴,𝑄 > είναι παράλληλες. Επομένως, έχουμε < 𝐴, 𝐵 >=< 𝐴,𝑄 >. Έτσι,
έπεται ότι οι ευθείες< 𝐴, Β > και< 𝐵, 𝑃 > είναι παράλληλες, απ’ όπου έχουμε< 𝐴, Β >=< 𝐵, 𝑃 >. Επομένως,
τα σημεία 𝐴, 𝐵, 𝑃, 𝑄 είναι συγγραμμικά. Καθώς όμως 𝑄 ∈< 𝐵,𝐶 > συνεπάγεται ότι τα σημεία 𝐴, 𝐵, 𝐶 είναι
συγγραμμικά που είναι άτοπο. Άρα, οι ευθείες Γ και < 𝐴, 𝐵 > δεν είναι παράλληλες. Ας είναι 𝐶′ το σημείο
τομής τους. Τότε, στο τρίγωνο𝐴𝐵𝐶, από το ορθό του θεωρήματος που αποδείξαμε παραπάνω, παίρνουμε:

𝑃𝐴
𝑃𝐶

𝑄𝐶
𝑄𝐵

𝐶′𝐵
𝐶′𝐴

= −1.

Συνεχίζουμε, όπως στην περίπτωση (α), και παίρνουμε ότι 𝐶′ = 𝑅. Άρα, έχουμε Γ =< 𝐶,𝑅 > και κατά
συνέπεια oι ευθείες < 𝑃, 𝐵 >, < 𝑄,𝐴 >, < 𝑅,𝐶 > είναι παράλληλες.

2.7 Ασκήσεις-Εργασίες

Ασκήσεις

2.7.1 Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 2 και 𝐷𝐴, 𝐷𝐵, 𝐷𝐶 τρεις διακεκριμένες παράλληλες
ευθείες του ℰ . Οι ευθείες αυτές τέμνουν δύο άλλες διακεκριμένες ευθείες 𝐿 και 𝐿′ στα διακεκριμένα
σημεία𝐴, 𝐵, 𝐶 και𝐴′, 𝐵′, 𝐶′, αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι ισχύει:

𝐴𝐵
𝐴𝐶

=
𝐴′𝐵′
𝐴′𝐶′

.

2.7.2 Ας είναιℰ ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 2 και𝐷𝐴,𝐷𝐵 δύο διακεκριμένες παράλληλες ευθείες του
ℰ και𝐷𝐶 μία τρίτη διαφορετική ευθεία. Οι τρεις αυτές ευθείες τέμνουν μία ευθεία 𝐿 στα διακεκριμένα
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σημείαΑ, 𝐵, 𝐶 και μία άλλη διαφορετική ευθεία 𝐿′ στα διακεκριμένα σημείαΑ′, 𝐵′, 𝐶′, αντίστοιχα. Αν
𝐶 ≠ 𝐶′ και

𝐴𝐵
𝐴𝐶

=
𝐴′𝐵′
𝐴′𝐶′

,

τότε να δειχθεί ότι η ευθεία𝐷𝐶 είναι παράλληλη προς τις𝐷𝐴 και𝐷𝐵.

2.7.3 Ας είναιℰ ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 2 και 𝑥, 𝑦, 𝑥′, 𝑦′ διακεκριμένα σημεία τουℰ . Το σύνολο
𝑥𝑦𝑦′𝑥′ = [𝑥𝑦] ∪ [𝑦𝑦′] ∪ [𝑦′, 𝑥′] ∪ [𝑥′, 𝑥] καλείται τετράπλευρο με κορυφές 𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑥′ και πλευρές [𝑥𝑦],
[𝑦𝑦′], [𝑦′, 𝑥′], [𝑥′, 𝑥]. Οι εξής ιδιότητες είναι ισοδύναμες:

(α) 𝑥𝑦 = 𝑥′𝑦′.
(β) 𝑥𝑥′ = 𝑦𝑦′.
(γ) Τα μέσα των {𝑥, 𝑦′} και {𝑥′, 𝑦} συμπίπτουν.

Αν κάποια από τις ιδιότητες (α), (β), (γ) αληθεύει και τα διανύσματα 𝑥𝑦, 𝑥𝑥′ είναι γραμμικά ανεξάρ-
τητα, τότε το τετράπλευρο 𝑥𝑦𝑦′𝑥′ καλείται παραλληλόγραμμο.

2.7.4 Ας είναιℰ ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 2 και 𝑎, 𝑏, 𝑎′, 𝑏′ ∈ ℰ τέτοια, ώστε τα διανύσματα 𝑎𝑏,𝑎𝑎′
να είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Να δειχθεί ότι οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες:

(α) Η τετράδα 𝑎𝑏𝑏′𝑎′ είναι ένα παραλληλόγραμμο.

(β) 𝑎𝑏 + 𝑎𝑎′ = 𝑎𝑏′.
(γ) Οι ευθείες < 𝑎, 𝑏 >, < 𝑎′, 𝑏′ > είναι παράλληλες, καθώς και οι ευθείες < 𝑎, 𝑎′ >, < 𝑏, 𝑏′ >.

2.7.5 Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 2 και 𝐴𝐵𝐶, 𝐴′𝐵′𝐶′ τρίγωνα με βαρύκεντρα 𝐺 και 𝐺′,
αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι ισχύει:

𝐴𝐴′ + 𝐵𝐵′ + 𝐶𝐶′ = 𝐴𝐵′ + 𝐵𝐶′ + 𝐶𝐴′ = 3 𝐺𝐺′.

Επιπλέον, να δειχθεί ότι ισχύει 𝐺 = 𝐺′ αν και μόνον αν υπάρχει σημείο 𝐷 έτσι, ώστε τα τετράπλευρα
𝐷𝐵𝐴′𝐶 και𝐷𝐵′𝐴𝐶′ να είναι παραλληλόγραμμα.

2.7.6 (Παραλληλόγραμμο του 𝑉𝑎𝑟𝑖𝑔𝑛𝑜𝑛). Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 2 και Π ένα τε-
τράπλευρο του ℰ . Να δειχθεί ότι τα μέσα των πλευρών τουΠ είναι κορυφές ενός παραλληλογράμμου.

2.7.7 Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 𝑛 και 𝐴0, … ,𝐴𝑛 ομοπαραλληλικά ανεξάρτητα σημεία
του ℰ . Ας υποθέσουμε ότι𝑀𝑖 ∈< 𝐴𝑖, 𝐴𝑖+1 > και 𝜆𝑖 ∈ ℝ έτσι, ώστε 𝐴𝑖𝑀𝑖 = 𝜆𝑖 𝐴𝑖𝐴𝑖+1 (𝑖 = 0,… , 𝑛)
(όπουΑ 𝑛+1 = Α 0). Να δειχθεί ότι τα σημεία𝑀0, … ,𝑀𝑛 ανήκουν στο ίδιο υπερεπίπεδο αν και μόνον
αν ισχύει:

(𝜆0 − 1)⋯ (𝜆𝑛 − 1) − 𝜆0⋯𝜆𝑛 = 0.

Επιπλέον, αν τα σημεία𝑀𝑖 είναι όλα διαφορετικά από τα 𝐴𝑖, τότε να δειχθεί ότι η προηγουμένη συν-
θήκη ισοδυναμεί με την παρακάτω:

𝑀0𝐴0
𝑀0𝐴1

𝑀1𝐴1
𝑀1𝐴2

⋯
𝑀𝑛𝐴𝑛
𝑀𝑛𝐴𝑛+1

= 1.

2.7.8 Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 3. Θεωρούμε δύο ευθείες 𝐿 και 𝐿′ δύο διακεκριμμένες
ευθείες του ℰ , τρία σημεία 𝐴, 𝐵, 𝐶 επί της 𝐿 και τρία σημεία 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ επί της 𝐿′. Υποθέτουμε ότι τα
σημεία𝐴, 𝐵, 𝐶,𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ είναι διαφορετικά. Αν ισχύει

𝐴𝐵
𝐴𝐶

=
𝐴′𝐵′
𝐴′𝐶′

,

τότε να δειχθεί ότι οι ευθείες < 𝐴,𝐴′ >, < 𝐵, 𝐵′ >, < 𝐶,𝐶′ > είναι παράλληλες και συνεπίπεδες.
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2.7.9 Ας είναιℰ ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 3, 𝐿, 𝐿′ δύο ευθείες τουℰ καιΠ𝐴,Π𝐵,Π𝐶 τρία παράλ-
ληλα διακεκριμμένα επίπεδα τουℰ . Αν οι ευθείες 𝐿 και 𝐿′ τέμνουν τα επίπεδαΠ𝐴,Π𝐵,Π𝐶 στα σημεία
Α, Β, 𝐶 καιΑ′, Β ′, 𝐶′, αντίστοιχα, τότε να δειχθεί ότι ισχύει:

𝐴𝐵
𝐴𝐶

=
𝐴′𝐵′
𝐴′𝐶′

.

2.7.10 Ας είναι ℰ ένας ομοπαραλληλικός χώρος και 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 τέσσερα συγγραμμικά σημεία του. Θέτουμε

[𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑] =
𝑐𝑎
𝑐𝑏
⁄
𝑑𝑎
𝑑𝑏
.

Αν 𝑐 = (1 − 𝛼)𝑎 + 𝛼𝑏 και 𝑑 = (1 − 𝛽)𝑎 + 𝛽𝑏, τότε να δειχθεί:

[𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑] = 𝛼
1 − 𝛼

1 − 𝛽
𝛽 .

Επίσης, να δειχθεί ότι [𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑] = −1 αν και μόνον αν ισχύει:

1
𝛼 +

1
𝛽 = 2.

Σ’ αυτή την περίπτωση λέμε ότι η τετράδα (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) σχηματίζει μία αρμονική διαίρεση.
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Σύνοψη
Στο κεφάλαιο αυτό μελετούνται οι βασικές ιδιότητες των ομοπαραλληλικών απεικονίσεων, η ομάδα των ομο-
παραλληλικών αυτομορφισμών ενός ομοπαραλληλικού χώρου και οι ομοπαραλληλικές μορφές. Για περισσό-
τερες πληροφορίες ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να συμβουλευτεί τα συγγράμματα τα οποία παρα-
τίθενται στο τέλος του κεφαλαίου.

3.1 Ορισμός - Βασικές Ιδιότητες

Ας είναι (ℰ , ℰ⃗ , +) και (ℱ , ℱ⃗ , +) δύο ομοπαραλληλικoί χώροι.

Ορισμός3.1. Μίααπεικόνιση𝑓 ∶ ℰ → ℱ καλείται ομοπαραλληλική,αν η𝑓 διατηρεί τα βαρύκεντρα, δηλαδή,
για κάθε πεπερασμένη οικογένεια βεβαρημένων σημείων (𝑎𝑖, 𝜆𝑖) (𝑖 = 1, … , 𝑛) με 𝜆0 +⋯+ 𝜆𝑛 = 1 ισχύει:

𝑓(𝜆0𝑎0 +⋯+ 𝜆𝑛𝑎𝑛) = 𝜆0𝑓(𝑎0) +⋯ + 𝜆𝑛𝑓(𝑎𝑛)

Παρατηρούμε αμέσως ότι αν 𝑈 και 𝑉 είναι πραγματικοί διανυσματικοί χώροι πεπερασμένης διάστασης
και 𝑓 ∶ 𝑈 → 𝑉 γραμμική απεικόνιση, τότε η 𝑓 είναι μία ομοπαραλληλική απεικόνιση μεταξύ των 𝑈 και 𝑉
θεωρουμένων ως ομοπαραλληλικών χώρων εφοδιασμένων με την κανονική ομοπαραλληλική δομή τους.

Παράδειγμα 3.1. Η απεικόνιση

�⃗� ∶ ℝ3 ⟶ℝ3,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⟼ 𝐴

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

όπου

𝐴 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos𝜃 − sin𝜃 0
sin𝜃 cos𝜃 0
0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

Δόσπρα Π. και Πουλάκης Δ. (2022). «Ομοπαραλληλικοί Χώροι και ΓεωμετρικήΜοντελοποίηση».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. https://www.kallipos.gr/images/kalliposplus/A4/XelatexGuide.pdf
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είναι μία γραμμική απεικόνιση και επομένως ορίζει μία ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑅 ∶ 𝔸3 → 𝔸3. H απει-
κόνιση 𝑅 περιγράφει μία περιστροφή των σημείων του επιπέδου του𝔸3 που ορίζεται από την εξίσωση 𝑧 = 0,
γύρω από την ευθεία 𝑥 = 𝑦 = 0, κατά γωνία 𝜃.

Παράδειγμα 3.2. Aς είναι ℰ μη κενό σύνολο και ℱ πραγματικός διανυσματικός χώρος. Αν 𝑓 ∶ ℰ → ℱ ,
𝑔 ∶ ℰ → ℱ είναι απεικονίσεις και 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, τότε ορίζουμε την απεικόνιση 𝑎𝑓 + 𝑏𝑔 ∶ ℰ → ℱ θέτοντας

(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)(𝑥) = 𝑎𝑓(𝑥) + 𝑏𝑔(𝑥), για κάθε 𝑥 ∈ ℰ .

Ας υποθέσουμε ότιℰ είναι ομοπαραλληλικός χώρος και οι απεικονίσεις 𝑓, 𝑔 ομοπαραλληλικές. Θα δείξουμε
ότι η απεικόνιση 𝑎𝑓 + 𝑏𝑔 είναι επίσης ομοπαραλληλική. Πράγματι, ας είναι (𝑐𝑖, 𝜆𝑖) (𝑖 = 0,… , 𝑛) βεβαρημένα
σημεία με 𝜆0 +⋯+ 𝜆𝑛 = 1. Έχουμε:

(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)
𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖𝑐𝑖 = 𝑎𝑓
𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖𝑐𝑖 + 𝑏𝑔
𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖𝑐𝑖

= 𝑎
𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖𝑓(𝑐𝑖) + 𝑏
𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖𝑔(𝑐𝑖)

=
𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖(𝑎𝑓(𝑐𝑖) + 𝑏𝑔(𝑐𝑖))

=
𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)(𝑐𝑖).

Επομένως, η απεικόνιση 𝑎𝑓 + 𝑏𝑔 είναι ομοπαραλληλική.

Ας είναι 𝑎 ∈ ℰ , 𝑏 ∈ ℱ και ℎ ∶ ℰ⃗ → ℱ⃗ μία γραμμική απεικόνιση. Τότε, ορίζουμε την απεικόνιση 𝑓 ∶ ℰ →
ℱ θέτοντας

𝑓(𝑥) = 𝑏 + ℎ(𝑎𝑥), για κάθε 𝑥 ∈ ℰ .

Παρατηρούμε αμέσως ότι 𝑓(𝑎) = 𝑏. Θα δείξουμε ότι η απεικόνιση 𝑓 είναι ομοπαραλληλική.Πράγματι, ας είναι
(𝑎𝑖, 𝜆𝑖) (𝑖 = 0,… , 𝑛) βεβαρημένα σημεία με 𝜆0 +⋯+ 𝜆𝑛 = 1. Τότε, καθώς

𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖𝑎𝑖 = 𝑎 +
𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖,

έχουμε:

𝑓

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖𝑎𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝑏 + ℎ

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖𝑎𝑎𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 𝑏 +
𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖ℎ(𝑎𝑎𝑖)

=
𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖(𝑏 + ℎ(𝑎𝑎𝑖))

=
𝑛

𝑖=0

𝜆𝑖𝑓(𝑎𝑖).
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Παράδειγμα 3.3. Ας είναι𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(ℝ) και 𝑏 ∈ 𝔸𝑚. Οι απεικονίσεις

𝑓 ∶ 𝔸𝑛 ⟶𝔸𝑚, 𝑥⟼ 𝑏 + 𝐴𝑥

είναι της παραπάνωμορφής και κατάσυνέπεια είναι ομοπαραλληλικές απεικονίσεις. Για παράδειγμα, μία τέτοια
απεικόνιση είναι η παρακάτω:

𝑓 ∶ 𝔸2 ⟶𝔸2, (𝑥1, 𝑥2) ⟼ (2, 1) + 
1 2
0 1 

𝑥1
𝑥2
 .

Καθώς για κάθε 𝑥 ∈ ℰ υπάρχει μοναδικό 𝑣 ∈ ℰ⃗ με 𝑥 = 𝑎 + �⃗�, η 𝑓 ορίζεται ισοδύναμα από τη σχέση:

𝑓(𝑎 + �⃗�) = 𝑏 + ℎ(�⃗�), για κάθε 𝑥 ∈ ℰ και 𝑣 ∈ ℰ⃗ .

Θα δείξουμε στη συνέχεια ότι όλες οι ομοπαραλληλικές απεικονίσεις είναι της παραπάνω μορφής.

Πρόταση 3.1. Ας είναι 𝑓 ∶ ℰ → ℱ μία ομοπαραλληλική απεικόνιση. Τότε, υπάρχει μοναδική γραμμική απεικό-
νιση 𝑓 ∶ ℰ⃗ → ℱ⃗ τέτοια, ώστε

𝑓(𝑎 + �⃗�) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�),

για κάθε 𝑎 ∈ ℰ και κάθε 𝑣 ∈ ℰ⃗ .

Απόδειξη. Ας είναι 𝑎 ∈ ℰ . Θα δείξουμε ότι η απεικόνιση 𝑓 ∶ �⃗� → �⃗� η οποία ορίζεται από τη σχέση

𝑓(�⃗�) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑎 + �⃗�), για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ ,

είναι γραμμική.
Για �⃗� ∈ ℰ⃗ και 𝜆 ∈ ℝ, έχουμε

𝑎 + 𝜆�⃗� = 𝑎 + 𝜆 𝑎(𝑎 + �⃗�) + (1 − 𝜆)𝑎𝑎,

απ’ όπου, παίρνουμε
𝑎 + 𝜆�⃗� = 𝜆(𝑎 + �⃗�) + (1 − 𝜆)𝑎.

Επίσης, για �⃗�, �⃗� ∈ ℰ⃗ , έχουμε

𝑎 + (�⃗� + �⃗�) = 𝑎 + 𝑎(𝑎 + �⃗�) + 𝑎(𝑎 + �⃗�) − 𝑎𝑎

και επομένως ισχύει
𝑎 + (�⃗� + �⃗�) = (𝑎 + �⃗�) + (𝑎 + �⃗�) − 𝑎.

Επειδή η απεικόνιση 𝑓 είναι ομοπαραλληλική, παίρνουμε:

𝑓(𝑎 + 𝜆�⃗�) = 𝜆𝑓(𝑎 + �⃗�) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑎).

Έτσι, έχουμε
⃗𝑓(𝑎)𝑓(𝑎 + 𝜆�⃗�) = 𝜆𝑓(𝑎)𝑓(𝑎 + �⃗�) + (1 − 𝜆) 𝑓(𝑎)𝑓(𝑎) = 𝜆𝑓(𝑎)𝑓(𝑎 + �⃗�),

απ’ όπου έπεται
𝑓(𝜆�⃗�) = 𝜆𝑓(�⃗�).

Επίσης, έχουμε
𝑓(𝑎 + (�⃗� + �⃗�)) = 𝑓(𝑎 + �⃗�) + 𝑓(𝑎 + �⃗�) − 𝑓(𝑎),

απ’ όπου προκύπτει
⃗𝑓(𝑎)𝑓(𝑎 + (�⃗� + �⃗�)) = ⃗𝑓(𝑎)𝑓(𝑎 + �⃗�) + 𝑓(𝑎)𝑓(𝑎 + �⃗�)
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και επομένως ισχύει
𝑓(�⃗� + �⃗�) = 𝑓(�⃗�) + 𝑓(�⃗�).

Συνεπώς, η απεικόνιση 𝑓 είναι γραμμική.
Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι ο ορισμός της 𝑓 είναι ανεξάρτητος του 𝑎. Ας είναι λοιπόν 𝑏 ∈ ℰ με 𝑎 ≠ 𝑏.

Έχουμε:
𝑏 + �⃗� = 𝑎 + 𝑎𝑏 + �⃗� = 𝑎 + 𝑎(𝑎 + �⃗�) − 𝑎𝑎 + 𝑎𝑏.

Έτσι, παίρνουμε:
𝑏 + �⃗� = (𝑎 + �⃗�) − 𝑎 + 𝑏.

Καθώς η 𝑓 είναι ομοπαραλληλική απεικόνιση, παίρνουμε:

𝑓(𝑏 + �⃗�) = 𝑓(𝑎 + �⃗�) − 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏).

Οπότε, έχουμε:

𝑓(𝑏)𝑓(𝑏 + �⃗�) = 𝑓(𝑏)𝑓(𝑎 + �⃗�) − 𝑓(𝑏)𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)𝑓(𝑏)
= 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑏)𝑓(𝑎 + �⃗�)
= 𝑓(𝑎)𝑓(𝑎 + �⃗�).

Καθώς 𝑓(𝑏)𝑓(𝑏 + �⃗�) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑎 + �⃗�), έπεται ότι ο ορισμός της 𝑓 είναι ανεξάρτητος της επιλογής του 𝑎 ∈ ℰ .
Η μοναδικότητα της 𝑓 προκύπτει από το γεγονός ότι πρέπει να επαληθεύει την ισότητα 𝑓(�⃗�) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑎 + �⃗�).

Παράδειγμα 3.4. Ας υποθέσουμε ότι 𝑓 ∶ 𝔸𝑛 → 𝔸𝑚 είναι μία ομοπαραλληλική απεικόνιση. Τότε, σύμφωνα
με την Πρόταση 3.1, υπάρχει𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(ℝ) τέτοιος, ώστε να ισχύει

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝐴𝑥, για κάθε 𝑥 ∈ 𝔸𝑛.

Από το Παράδειγμα 3.3 έχουμε ότι κάθε απεικόνιση της παραπάνω μορφής είναι ομοπαραλληλική. Άρα, η
οικογένεια των απεικονίσεων 𝑓 ∶ 𝔸𝑛 ⟶ 𝔸𝑚 με 𝑓(𝑥) = 𝑏 + 𝐴𝑥, όπου 𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(ℝ) και 𝑏 ∈ 𝔸𝑚, είναι το
σύνολο όλων των ομοπαραλληλικών απεικονίσεων από το𝔸𝑛 στο𝔸𝑚.

Ορισμός 3.2. Ας είναι 𝑓 ∶ ℰ → ℱ μία ομοπαραλληλική απεικόνιση. Τότε, η γραμμική απεικόνιση 𝑓 καλείται
προσαρτημένη γραμμική απεικόνιση στην 𝑓.

Παρατηρούμε αμέσως ότι η 𝑓 είναι ένεση (αντίστοιχα, έφεση, αμφίεση) αν και μόνον αν η προσαρτημένη
της γραμμική απεικόνιση 𝑓 είναι ένεση (αντίστοιχα, έφεση, αμφίεση).

Πρόταση 3.2. Ας είναι 𝑓 ∶ ℰ → ℱ μία ομοπαραλληλική απεικόνιση η οποία είναι αμφίεση. Τότε, η αντίστροφη
απεικόνιση 𝑓−1 ∶ ℱ → ℰ είναι επίσης ομοπαραλληλική.

Απόδειξη. Ας είναι (𝑏𝑖, 𝜆𝑖) (𝑖 = 0,… , 𝑛) βεβαρημένα σημεία του ℱ με 𝜆0 + ⋯ + 𝜆𝑛 = 1. Τότε, υπάρχουν
σημεία 𝑎𝑖 ∈ ℰ (𝑖 = 0,… , 𝑛) με 𝑓(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖. Έχουμε:

𝑓−1(𝜆0𝑏0 +⋯+ 𝜆𝑛𝑏𝑛) = 𝑓−1(𝜆0𝑓(𝑎0) +⋯ + 𝜆𝑛𝑓(𝑎𝑛))
= 𝑓−1(𝑓(𝜆0𝑎0 +⋯+ 𝜆𝑛𝑎𝑛))
= 𝜆0𝑎0 +⋯+ 𝜆𝑛𝑎𝑛
= 𝜆0𝑓−1(𝑏0) +⋯ + 𝜆𝑛𝑓−1(𝑏𝑛).

Άρα, η 𝑓−1 είναι ομοπαραλληλική απεικόνιση.
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Ορισμός 3.3. Μία ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ ℰ → ℱ η οποία είναι αμφίεση καλείται ομοπαραλληλικός
ισομορφισμός. Τότε, οι χώροι ℰ καιℱ καλούνται ομοπαραλληλικώς ισόμορφοι. Αν ℰ = ℱ , τότε η 𝑓 καλείται
ομοπαραλληλικός αυτομορφισμός.

Πρόταση 3.3. Ας είναι 𝑎 ∈ ℰ . Τότε, οι απεικονίσεις

Ψ𝑎 ∶ ℰ ⟶ ℰ⃗ , 𝑏⟼ 𝑎𝑏

και
Φ𝑎 ∶ ℰ⃗ ⟶ ℰ , �⃗�⟼ 𝑎 + �⃗�

είναι ομοπαραλληλικοί ισομορφισμοί. Επομένως, τα σύνολα ℰ και ℰ⃗ είναι ισόμορφοι ομοπαραλληλικοί χώροι.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 1.1 έχουμε ότι οι απεικονίσεις Ψ𝑎 και Φ𝑎 είναι αμφιέσεις με Ψ𝑎 = Φ−1
𝑎 . Θα

δείξουμε ότι ηΦ𝑎 είναι ομοπαραλληλική απεικόνιση. Ας είναι λοιπόν (�⃗�𝑖, 𝜆𝑖) (𝑖 = 0,… , 𝑛) βεβαρημένα σημεία
του ℰ⃗ με 𝜆0 +⋯+ 𝜆𝑛 = 1. Τότε, έχουμε:

Φ𝑎(𝜆0�⃗�0 +⋯+ 𝜆𝑛�⃗�𝑛) = 𝑎 + 𝜆0�⃗�0 +⋯+ 𝜆𝑛�⃗�𝑛
= 𝜆0(𝑎 + �⃗�0) +⋯ + 𝜆𝑛(𝑎 + �⃗�𝑛)
= 𝜆0Φ𝑎(�⃗�0) +⋯ + 𝜆𝑛Φ𝑎(�⃗�𝑛).

’ρα, η Φ𝑎 είναι ομοπαραλληλική απεικόνιση. Από την Πρόταση 3.2 έχουμε ότι η απεικόνισηΨ𝑎 είναι επίσης
ομοπαραλληλική.

Πρόταση 3.4. Ας είναι 𝑓 ∶ ℰ → ℱ μία ομοπαραλληλική απεικόνιση. Αν 𝒱 είναι ένας ομοπαραλληλικός υπο-
χώρος του ℰ , τότε το σύνολο 𝑓(𝒱 ) είναι ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος τουℱ με κατεύθυνση 𝑓(𝒱 ). Επίσης,
αν𝒲 είναι ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος τουℱ με 𝑓−1(𝒲 ) ≠ ∅, τότε το σύνολο 𝑓−1(𝒲 ) είναι ένας ομοπα-
ραλληλικός υποχώρος του ℰ με κατεύθυνση 𝑓−1(𝒲 ).

Απόδειξη. Ας είναι 𝑎 ∈ 𝒱 . Τότε, από την Πρόταση 1.8, έχουμε𝒱 = 𝑎 + 𝒱 . Οπότε, για κάθε �⃗� ∈ 𝒱 έχουμε
𝑓(𝑎 + �⃗�) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�) και επομένως ισχύει 𝑓(𝒱 ) ⊆ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝒱 ). Από την άλλη πλευρά, για κάθε σημείο
𝑓(𝑎) + �⃗� με �⃗� ∈ 𝑓(𝒱 ), υπάρχει �⃗� ∈ 𝒱 με �⃗� = 𝑓(�⃗�), και επομένως παίρνουμε:

𝑓(𝑎 + �⃗�) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�) = 𝑓(𝑎) + �⃗�.

’ρα, 𝑓(𝑎) + �⃗� ∈ 𝑓(𝒱 ). Συνεπώς, ισχύει 𝑓(𝒱 ) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝒱 ). Σύμφωνα με την Πρόταση 1.7, το σύνολο
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝒱 ) είναι ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℱ . Άρα, το σύνολο 𝑓(𝒱 ) είναι ένας ομοπαραλληλικός
υποχώρος τουℱ με κατεύθυνση 𝑓(𝒱 ).

Ας είναι 𝑎 ∈ ℰ με 𝑓(𝑎) ∈ 𝒲 . Τότε 𝒲 = 𝑓(𝑎) + 𝒲 . Θεωρούμε τον ομοπαραλληλικό υποχώρο 𝒲 ′ =
𝑎 + 𝑓−1(𝒲 ) του ℰ . Αν 𝑥 ∈ 𝒲 ′, τότε 𝑥 = 𝑎 + �⃗� με �⃗� ∈ 𝑓−1(𝒲 ). ’ρα, 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�) ∈ 𝒲 , και επομένως
𝑥 ∈ 𝑓−1(𝒲 ). Συνεπώς, έχουμε𝒲 ′ ⊆ 𝑓−1(𝒲 ). Αντιστρόφως, ας είναι 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝒲 ). Τότε 𝑥 = 𝑎 + �⃗�, όπου
�⃗� ∈ ℰ⃗ , και επομένως 𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�) ∈ 𝒲 . Οπότε, καθώς 𝒲 = 𝑓(𝑎) + 𝒲 , παίρνουμε 𝑓(�⃗�) ∈ 𝒲 , και κατά
συνέπεια 𝑥 ∈ 𝒲 ′. ’ρα, έχουμε 𝑓−1(𝒲 ) ⊆ 𝒲 ′. Έτσι, συμπεραίνουμε ότι 𝑓−1(𝒲 ) = 𝑎 + 𝑓−1(𝒲 ).

Πρόταση 3.5. Ας είναι 𝑓 ∶ ℰ → ℱ και 𝑔 ∶ ℱ → 𝒢 ομοπαραλληλικές απεικονίσεις. Τότε σύνθεση 𝑔 ∘ 𝑓 είναι
ομοπαραλληλική απεικόνιση και ισχύει𝑔∘ 𝑓 = �⃗� ∘ 𝑓.

Απόδειξη. Ας είναι 𝑎 ∈ ℰ και �⃗� ∈ ℰ⃗ . Τότε, έχουμε:

𝑔(𝑓(𝑎 + 𝑣)) = 𝑔(𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�)) = 𝑔(𝑓(𝑎)) + �⃗�(𝑓(�⃗�)).

Επομένως, ισχύει:
(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎 + �⃗�) = (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎) + (⃗𝑔 ∘ 𝑓)(�⃗�).

Άρα, η 𝑔 ∘ 𝑓 είναι ομοπαραλληλική απεικόνιση και ισχύει𝑔∘ 𝑓 = �⃗� ∘ 𝑓.
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Ορισμός 3.4. Mία ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ ℰ → ℰ τέτοια ώστε 𝑓 = 𝐼ℰ⃗ καλείται μετατόπιση.

Πρόταση 3.6. Ας είναι 𝑓 ∶ ℰ → ℰ μία μετατόπιση. Τότε, υπάρχει �⃗� ∈ ℰ⃗ έτσι, ώστε 𝑓(𝑥) = 𝑥 + �⃗�, για κάθε
𝑥 ∈ ℰ .

Απόδειξη. Ας είναι 𝑎 ∈ ℰ . Τότε, για κάθε 𝑥 ∈ ℰ , έχουμε:

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝐼ℰ⃗ (𝑎𝑥)
= 𝑓(𝑎) + 𝑎𝑥
= 𝑥 + 𝑥𝑓(𝑎) + 𝑎𝑥
= 𝑥 + 𝑥𝑎 + 𝑎𝑓(𝑎) + 𝑎𝑥
= 𝑥 + 𝑥𝑎 + 𝑎𝑓(𝑎) − 𝑥𝑎
= 𝑥 + 𝑎𝑓(𝑎).

Δηλαδή, η 𝑓 μετατοπίζει τα σημεία τουℰ κατά το διάνυσμα 𝑎𝑓(𝑎). Αν επιλέξουμε 𝑏 ∈ ℰ με 𝑏 ≠ 𝑎, τότε ομοίως
παίρνουμε 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑏𝑓(𝑏). Έτσι, έχουμε 𝑎𝑓(𝑎) = 𝑏𝑓(𝑏) και επομένως βλέπουμε ότι το διάνυσμα 𝑎𝑓(𝑎) δεν
εξαρτάται από το 𝑎.

Πρόταση 3.7. Ας είναι (ℰ , ℰ⃗ , +) και (ℱ , ℱ⃗ , +) δύο ομοπαραλληλικοί χώροι. Αν (𝑎0, … , 𝑎𝑛) είναι ομοπαραλ-
ληλικό πλαίσιο του ℰ και 𝑏0, … , 𝑏𝑛 ∈ ℱ , τότε υπάρχει μία μοναδική ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ ℰ → ℱ
τέτοια, ώστε 𝑓(𝑎0) = 𝑏0, … , 𝑓(𝑎𝑛) = 𝑏𝑛.

Απόδειξη. Από την Πρόταση Α.13 έχουμε ότι υπάρχει μοναδική γραμμική απεικόνιση 𝑓 ∶ ℰ⃗ → ℱ⃗ τέτοια,
ώστε 𝑓( 𝑎0𝑎𝑖) = 𝑏0𝑏𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛). Θεωρούμε την ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ ℰ → ℱ η οποία ορίζεται
από τη σχέση

𝑓(𝑎0 + �⃗�) = 𝑏0 + 𝑓(�⃗�), για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ .

Για κάθε 𝑖 = 1, … , 𝑛, έχουμε:

𝑓(𝑎𝑖) = 𝑓(𝑎0 + 𝑎0𝑎𝑖)
= 𝑏0 + 𝑓( 𝑎0𝑎𝑖)
= 𝑏0 + 𝑏0𝑏𝑖
= 𝑏𝑖.

Επίσης, ισχύει 𝑓(𝑎0) = 𝑏0 + 𝑓(0⃗) = 𝑏0.
Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι η απεικόνιση 𝑓 είναι μοναδική. Ας είναι λοιπόν 𝑔 ∶ ℰ → ℱ μία ομοπαραλ-

ληλική απεικόνιση τέτοια, ώστε 𝑔(𝑎0) = 𝑏0, … , 𝑔(𝑎𝑛) = 𝑏𝑛. Τότε, για κάθε 𝑧 ∈ ℰ υπάρχει μοναδική 𝑛 + 1-άδα
𝜆0, … , 𝜆𝑛 ∈ ℝ με 𝜆0 +⋯+ 𝜆𝑛 = 1 έτσι, ώστε 𝑧 = 𝜆0𝑎0 +⋯+ 𝜆𝑛𝑎𝑛. Οπότε, έχουμε:

𝑔(𝑧) = 𝜆0𝑔(𝑎0) +⋯ + 𝜆𝑛𝑔(𝑎𝑛) = 𝜆0𝑓(𝑎0) +⋯ + 𝜆𝑛𝑓(𝑎𝑛) = 𝑓(𝑧).

Άρα, 𝑓 = 𝑔 και επομένως η απεικόνιση 𝑓 είναι μοναδική.

Πόρισμα3.1. Κάθε δύο ομοπαραλληλικοί χώροι ίδιας πεπερασμένης διάστασης είναι ομοπαραλληλικώς ισόμορφοι.

Απόδειξη. Ας είναι (ℰ , ℰ⃗ , +) και (ℱ , ℱ⃗ , +) δύο ομοπαραλληλικοί χώροι διάστασης 𝑛 < ∞. Θεωρούμε ένα
ομοπαραλληλικό πλαίσιο (𝑎0, … , 𝑎𝑛) τουℰ και ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο (𝑏0, … , 𝑏𝑛) τουℰ . Από τηνΠρό-
ταση 3.7 έπεται ότι υπάρχει μία μοναδική ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ ℰ → ℱ τέτοια, ώστε 𝑓(𝑎0) =
𝑏0, … , 𝑓(𝑎𝑛) = 𝑏𝑛. Τότε, ( 𝑎0𝑎1, … , 𝑎0𝑎𝑛) και ( 𝑏0𝑏1, … , 𝑏0𝑏𝑛) είναι βάσεις των ℰ⃗ και ℱ⃗ , αντίστοιχα, και ισχύει
𝑏0𝑏𝑖 = 𝑓( 𝑎0𝑎𝑖) (𝑖 = 1, … , 𝑛). Τότε, η 𝑓 είναι ισομορφισμός και επομένως αμφίεση. ’ρα, η 𝑓 είναι αμφίεση και
κατά συνέπεια ομοπαραλληλικός ισομορφισμός.
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Πόρισμα 3.2. Κάθε ομοπαραλληλικός χώρος πεπερασμένης διάστασης 𝑛 είναι ομοπαραλληλικώς ισόμορφος με
τον χώρο𝔸𝑛.

Παράδειγμα 3.5. Θεωρούμε τον ομοπαραλληλικό χώρο𝒫 τουΠαραδείγματος 1.5. Τα σημεία 𝑎0 = (0, 0, 0),
𝑎1 = (1, 0, 1) και 𝑎2 = (0, 1, 1) αποτελούν ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο του𝒫 , καθώς ισχύει

𝑎0𝑎1 = 
1
0 , 𝑎0𝑎2 = 

0
1 .

Ας είναι 𝑏0 = (1, 1), 𝑏1 = (3, 2) και 𝑏2 = (−1, −2) τρία σημεία του 𝔸2. Θα κατασκευάσουμε τη μοναδική
ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝒫 → 𝔸2 με 𝑓(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2).

Έχουμε:

𝑏0𝑏1 = 
2
1 ,

𝑏0𝑏2 = 
−2
−3 .

Η μοναδική γραμμική απεικόνιση 𝑓 τέτοια, ώστε 𝑓( 𝑎0𝑎𝑖) = 𝑏0𝑏𝑖 (𝑖 = 1, 2) ορίζεται από τη σχέση

𝑓 
𝑥1
𝑥2
 = 

2𝑥1 − 2𝑥2
𝑥1 − 3𝑥2

 , για κάθε 
𝑥1
𝑥2
 ∈ ℝ2.

Έτσι, η ζητουμένη απεικόνιση 𝑓 δίνεται από τη σχέση

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (1, 1) + 
2𝑥1 − 2𝑥2
𝑥1 − 3𝑥2

 = (2𝑥1 − 2𝑥2 + 1, 𝑥1 − 3𝑥2 + 1).

Στη συνέχεια θα δούμε πως με τη χρήση ομοπαραλληλικών πλαισίων μπορούμε να παραστήσουμε τις ομο-
παραλληλικές απεικονίσεις με πίνακες. Ας είναι 𝑓 ∶ ℰ → ℱ μία ομοπαραλληλική απεικόνιση και (𝑎0, … , 𝑎𝑛),
(𝑏0, … , 𝑏𝑚) ομοπαραλληλικά πλαίσια των ℰ καιℱ , αντίστοιχα. Έχουμε:

𝑓(𝑎0 + �⃗�) = 𝑓(𝑎0) + 𝑓(�⃗�), για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ .

Άρα, για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ ισχύει
𝑓(�⃗�) = 𝑓(𝑎0)𝑓(𝑎0 + �⃗�),

απ’ όπου έπεται
𝑓(�⃗�) = 𝑓(𝑎0)𝑏0 + 𝑏0𝑓(𝑎0 + �⃗�).

Επομένως, για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ έχουμε:
𝑏0𝑓(𝑎0 + �⃗�) = 𝑏0𝑓(𝑎0) + 𝑓(�⃗�).

Καθώς ( 𝑎0𝑎1, … , 𝑎0𝑎𝑛) και ( 𝑏0𝑏1, … ,𝑏0𝑏𝑚) είναι βάσεις των ℰ⃗ και ℱ⃗ αντίστοιχα, έχουμε:

�⃗� = 𝑥1 𝑎0𝑎1 +⋯+ 𝑥𝑛 𝑎0𝑎𝑛,
𝑏0𝑓(𝑎0) = 𝛽1 𝑏0𝑏1 +⋯+ 𝛽𝑚𝑏0𝑏𝑚,

𝑏0𝑓(𝑎0 + �⃗�) = 𝑦1 𝑏0𝑏1 +⋯+ 𝑦𝑚𝑏0𝑏𝑚,
όπου 𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝛽𝑗 ∈ ℝ (𝑖 = 1,… , 𝑛, 𝑗 = 1, … ,𝑚). Συμβολίζουμε μεΑ τον πίνακα της γραμμικής απεικόνισης 𝑓 ως
προς τις βάσεις ( 𝑎0𝑎1, … , 𝑎0𝑎𝑛) και ( 𝑏0𝑏1, … ,𝑏0𝑏𝑚). Επίσης, θέτουμε:

𝑋 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑌 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑦1
⋮
𝑦𝑚

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝐵 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽1
⋮
𝛽𝑚

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Έτσι, έχουμε:
𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵.

Συνεπώς, οι Καρτεσιανές συντεταγμένες του 𝑓(𝑎0 + �⃗�) ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (𝑏0, … , 𝑏𝑚) δί-
νονται από τις Καρτεσιανές συντεταγμένες του 𝑎0 + �⃗� ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (𝑎0, … , 𝑎𝑛) με τη
βοήθεια του πίνακα𝐴 και του διανύσματος 𝐵.
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3.2 Ομοπαραλληλικές Ομάδες

Ας είναι (ℰ , ℰ⃗ , +) ένας ομοπαραλληλικός χώρος. Συμβολίζουμε με𝐺𝐴(ℰ ) το σύνολο των ομοπαραλληλικών
αυτομορφισμών 𝑓 ∶ ℰ → ℰ . Από τηνΠρόταση 3.5 έπεται ότι για κάθε 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐺𝐴(ℰ ) έχουμε 𝑔 ∘ 𝑓 ∈ 𝐺𝐴(ℰ ).
Η σύνθεση απεικονίσεων είναι προσεταιριστική πράξη. Επίσης η ταυτοτική απεικόνιση 𝐼ℰ ανήκει στο𝐺𝐴(ℰ ).
Τέλος, από την Πρόταση 3.2 έπεται ότι για κάθε 𝑓 ∈ 𝐺𝐴(ℰ ) έχουμε 𝑓−1 ∈ 𝐺𝐴(ℰ ). Συνεπώς, το σύνολο
𝐺𝐴(ℰ ) εφοδιασμένο με τη σύνθεση απεικονίσεων αποτελεί ομάδα.

Θεωρούμε την ομάδα 𝐺𝐿(ℰ⃗ ) των αυτομορφισμών του διανυσματικού χώρου ℰ⃗ και ορίζουμε την απεικό-
νιση

Λ ∶ 𝐺𝐴(ℰ )⟶ 𝐺𝐿(ℰ⃗ ), 𝑓 ⟼ 𝑓.

Από την Πρόταση 3.5 έχουμε:

Λ(𝑔 ∘ 𝑓) =𝑔 ∘ 𝑓 = �⃗� ∘ 𝑓 = Λ(𝑔) ∘ Λ(𝑓).

Επομένως, η απεικόνιση Λ είναι μορφισμός ομάδων. Ο πυρήνας του μορφισμού Λ αποτελείται από όλες τις
απεικονίσεις 𝑓 ∈ 𝐺𝐴(ℰ ) με 𝑓 = 𝐼ℰ⃗ , δηλαδή τις μετατοπίσεις.

Θέτουμε ℝ∗ = ℝ ⧵ {0}. Το σύνολο των αυτομορφισμών του ℰ⃗ της μορφής 𝜆𝐼𝑑ℰ⃗ , όπου 𝜆 ∈ ℝ∗, αποτελεί
μία υποομάδα της 𝐺𝐿(ℰ⃗ ) η οποία συμβολίζεται μεℝ∗𝐼𝑑ℰ⃗ . Η αντίστροφη εικόνα της𝐷𝐼𝐿(ℰ ) = Λ−1(ℝ∗𝐼𝑑ℰ⃗ )
είναι υποομάδα της𝐺𝐴(ℰ ).

Ορισμός 3.5. Τα στοιχεία της υποομάδας𝐷𝐼𝐿(ℰ ) καλούνται διαστολές του ℰ .

Μία σημαντική οικογένεια ομοπαραλληλικών απεικονίσεων που θα μας βοηθήσει να περιγράψουμε την
ομάδα των διαστολών δίνουμε παρακάτω.

Ορισμός 3.6. Καλούμε ομοθεσία κέντρου 𝑎 ∈ ℰ και λόγου 𝜆 ∈ ℝ την απεικόνιση που ορίζεται από τη σχέση

Η𝑎,𝜆(𝑥) = 𝑎 + 𝜆 𝑎𝑥, για κάθε 𝑥 ∈ ℰ .

Παρατηρούμε ότιΗ𝑎,𝜆(𝑎) = 𝑎, δηλαδή το σημείο 𝑎 είναι σταθερό σημείο της απεικόνισηςΗ𝑎,𝜆. Aν 𝜆 = 1,
τότεΗ𝑎,1 = 𝐼𝑑ℰ . Aν 𝜆 = 0, τότεΗ𝑎,0(𝑥) = 𝑎, για κάθε 𝑥 ∈ ℰ , και επομένως ηΗ𝑎,0 είναι σταθερή απεικόνιση.
Στην περίπτωση όπου𝜆 ≠ 1, ηΗ𝑎,𝜆 δεν συμπίπτει ποτέ με μία μετατόπιση, γιατί έχει σταθερό σημείο, Επίσης,
για κάθε 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ, ισχύει:

𝐻𝑎,𝜆 ∘ 𝐻𝑎,𝜇 = 𝐻𝑎,𝜆𝜇.

Πράγματι, για κάθε 𝑥 ∈ ℰ , έχουμε:

(𝐻𝑎,𝜆 ∘ 𝐻𝑎,𝜇)(𝑥) = 𝐻𝑎,𝜆(𝑎 + 𝜇 𝑎𝑥) = 𝑎 + 𝜆𝜇 𝑎𝑥 = 𝐻𝑎,𝜆𝜇(𝑥).

Πρόταση 3.8. Ας είναι 𝑓 ∈ 𝐺𝐴(ℰ ) με 𝑓 = 𝜆𝐼𝑑ℰ⃗ , όπου 𝜆 ∈ ℝ⧵ {0, 1}. Τότε, υπάρχει ένα μοναδικό σημείο 𝑐 ∈ ℰ
τέτοιο, ώστε 𝑓 = 𝐻𝑐,𝜆.

Απόδειξη. Ας είναι 𝑎 ∈ ℰ . Τότε, για κάθε 𝑥 ∈ ℰ , έχουμε:

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎 + 𝑎𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝜆 𝑎𝑥.

Έτσι, υπάρχει 𝑐 ∈ ℰ τέτοιο, ώστε 𝑓(𝑐) = 𝑐 αν και μόνον αν ισχύει

𝑓(𝑎) + 𝜆 𝑎𝑐 = 𝑐

που ισοδυναμεί με
𝑓(𝑎)𝑐 = 𝜆𝑎𝑐
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ή
𝑓(𝑎)𝑎 + 𝑎𝑐 = 𝜆𝑎𝑐

ή

𝑎𝑐 = 1
1 − 𝜆

𝑎𝑓(𝑎)

ή

𝑐 = 1
1 − 𝜆 𝑓(𝑎) −

𝜆
1 − 𝜆 𝑎.

Παίρνοντας 𝑎 = 𝑐, προκύπτει:
𝑓(𝑥) = 𝑐 + 𝜆 𝑐𝑥.

Συνεπώς, έχουμε 𝑓 = 𝐻𝑐,𝜆.

Πόρισμα 3.3. Τα διακεκριμένα στοιχεία της ομάδας𝐷𝐼𝐿(ℰ ) είναι οι ομοθεσίες𝐻𝑎,𝜆, με 𝜆 ≠ 0, 1, και οι μετατο-
πίσεις.

Τέλος, θα δώσουμε έναν γεωμετρικό χαρακτηρισμό των διαστολών του ℰ . Γι’ αυτό τον σκοπό θα χρεια-
στούμε το παρακάτω λήμμα:

Λήμμα 3.1. Ας είναι 𝜎 ένας ενδομορφισμός του ℰ⃗ τέτοιος, ώστε για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ υπάρχει 𝜈(�⃗�) ∈ ℝ τέτοιο, ώστε
𝜎(�⃗�) = 𝜈(�⃗�)�⃗�. Τότε, υπάρχει 𝜇 ∈ ℝ, έτσι, ώστε 𝜎(�⃗�) = 𝜇�⃗�, για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ .

Απόδειξη. Ας είναι �⃗�, �⃗� ∈ ℰ⃗ ⧵ {0}. Υποθέτουμε πρώτα ότι τα διανύσματα �⃗� και �⃗� είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.
Έχουμε 𝜎(𝑥 + 𝑦) = 𝜎(𝑥) + 𝜎(𝑦), απ’ όπου παίρνουμε

𝜈(�⃗� + �⃗�)(�⃗� + �⃗�) = 𝜈(�⃗�)�⃗� + 𝜈(�⃗�)�⃗�

ή ισοδύναμα
(𝜈(�⃗� + �⃗�) − 𝜈(�⃗�))�⃗� + (𝜈(�⃗� + �⃗�) − 𝜈(�⃗�))�⃗� = 0.

Έτσι, καθώς τα �⃗� και �⃗� είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, προκύπτει:

𝜈(�⃗�) = 𝜈(�⃗� + �⃗�) = 𝜈(�⃗�).

Ας υποθέσουμε στη συνέχεια ότι �⃗� = 𝑘�⃗�, όπου 𝑘 ∈ ℝ∗. Τότε, έχουμε 𝜎(�⃗�) = 𝑘𝜎(�⃗�), απ’ όπου 𝜈(�⃗�)𝑘�⃗� = 𝑘𝜈(�⃗�)�⃗�
και επομένως 𝜈(�⃗�) = 𝜈(�⃗�).

Καθώς είδαμε παραπάνω υπάρχει 𝜇 ∈ ℝ∗ τέτοιο, ώστε για κάθε 𝑥 ∈ ℰ⃗ ⧵ {0⃗} έχουμε 𝜎(�⃗�) = 𝜇�⃗�. Επίσης,
ισχύει 𝜎(0⃗) = 0⃗. ’ρα, έχουμε 𝜎 = 𝜇𝐼𝑑ℰ⃗ .

Πρόταση 3.9. Ας είναι 𝑓 ∈ 𝐺𝐴(ℰ ). Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:
(α) Η 𝑓 είναι μία διαστολή.
(β) Kάθε ομοπαραλληλικός υποχώρος𝒱 του ℰ είναι παράλληλος προς τον 𝑓(𝒱 ).
(γ) Κάθε ευθείαℒ του ℰ είναι παράλληλη προς την 𝑓(ℒ ).

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι ισχύει η (α), δηλαδή ότι η 𝑓 είναι μία διαστολή. Αν 𝒱 είναι ομοπαραλληλικός
υποχώρος τουℰ , τότε, σύμφωνα με τηνΠρόταση 3.4, το σύνολο 𝑓(𝒱 ) είναι υπόχωρος τουℰ με κατεύθυνση
𝑓(𝒱 ). H 𝑓 είναι μία διαστολή και επομένως 𝑓 = 𝜆𝐼𝑑ℰ⃗ . Έτσι, έχουμε 𝑓(𝒱 ) = 𝒱 και κατά συνέπεια οι χώροι
𝒱 και 𝑓(𝒱 ) είναι παράλληλοι. Επομένως, ισχύει η (β).

Η απόδειξη της συνεπαγωγής (β)⇒ (γ) είναι τετριμμένη.
Τέλος, ας υποθέσουμε ότι ισχύει η (γ). Aς είναι �⃗� ∈ ℰ⃗ ⧵ {0⃗}. Θεωρούμε τον διανυσματικό υποχώρο ℒ⃗ ο

οποίος παράγεται από το �⃗� και κατόπιν την ευθείαℒ = 𝑎 + ℒ⃗ , όπου 𝑎 ∈ ℰ . Καθώς ισχύει η (γ), έχουμε
𝑓(ℒ⃗ ) = ℒ⃗ και επομένως υπάρχει 𝜈(�⃗�) ∈ ℝ τέτοιο, ώστε 𝑓(�⃗�) = 𝜈(�⃗�)�⃗�. Στη συνέχεια το Λήμμα 3.1 συνεπά-
γεται ότι υπάρχει 𝜇 ∈ ℝ, έτσι, ώστε 𝑓(�⃗�) = 𝜇�⃗�, για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ . ’ρα, έχουμε 𝑓 = 𝜇𝐼𝑑ℰ⃗ και επομένως η 𝑓 είναι
μία διαστολή, δηλαδή ισχύει η (α).
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3.3 Ομοπαραλληλικές Μορφές

Ας είναι (ℰ , ℰ⃗ , +) ένας ομοπαραλληλικός χώρος.

Ορισμός 3.7. Καλούμε ομοπαραλληλική μορφή κάθε ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ ℰ → 𝔸. Το σύνολο
𝑓−1({0}) καλείται πυρήνας της 𝑓 και συμβολίζεται με Ker𝑓.

Από την Πρόταση 3.4 έπεται ότι το σύνολο Ker𝑓 είναι ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ με κατεύθυνση
Ker𝑓. Έτσι, αν η𝑓 είναι μη σταθερή, τότε dimKer𝑓 = dim ℰ⃗ −1 και επομένως ο χώροςKer𝑓 είναι υπερεπίπεδο
του ℰ .

Παράδειγμα 3.6. Ας είναι 𝑎1, … , 𝑎𝑚, 𝑏 ∈ 𝔸. Θεωρούμε την απεικόνιση

𝑓 ∶ 𝔸𝑚 ⟶𝔸, (𝑥1, … , 𝑥𝑚) ⟼ 𝑎1𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑚𝑥𝑚 − 𝑏.

Η απεικόνιση

𝑓 ∶ ℝ𝑚 ⟶ℝ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑚

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⟼ 𝑎1𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑚𝑥𝑚

είναι γραμμική και για κάθε (𝑥1, … , 𝑥𝑚) ∈ 𝔸𝑚 ισχύει:

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = −𝑏 + 𝑓

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑚

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝑓(0, … , 0) + 𝑓

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑚

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Άρα, η απεικόνιση 𝑓 είναι μία ομοπαραλληλική μορφή. Ο πυρήνας της 𝑓 είναι το σύνολο

𝐻 = {(𝑥1, … , 𝑥𝑚) ∈ 𝔸𝑚/ 𝑎1𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑚𝑥𝑚 = 𝑏}

το οποίο είναι ένα υπερεπίπεδο του𝔸𝑚. Επιπλέον, έχουμε𝐻 = 𝑢 + �⃗�, όπου 𝑢 ∈ 𝐻 και

�⃗� = {(𝑧1, … , 𝑧𝑚) ∈ ℝ𝑚/ 𝑎1𝑧1 +⋯+ 𝑎𝑚𝑧𝑚 = 0}.

Πρόταση 3.10. Ισχύουν τα εξής:
(α) Για κάθε υπερεπίπεδο 𝐻 του ℰ υπάρχει μη-σταθερή ομοπαραλληλική μορφή 𝑓 ∶ ℰ → 𝔸, τέτοια, ώστε

𝐻 = Ker𝑓. Αν 𝑔 ∶ ℰ → 𝔸 είναι μία άλλη μη-σταθερή ομοπαραλληλική μορφή με𝐻 = Ker𝑔, τότε 𝑓 = 𝜆𝑔,
με 𝜆 ∈ ℝ ⧵ {0}.

(β) Αν 𝐻 είναι ένα ομοπαραλληλικό υπερεπίπεδο του ℰ και 𝑓 μη-σταθερή ομοπαραλληλική μορφή του ℰ με
𝐻 = Ker𝑓, τότε για κάθε υπερεπίπεδο𝐻′ παράλληλομε το𝐻 ορίζεται απόμία μη-σταθερή ομοπαραλληλική
μορφή 𝑔 με 𝑔 = 𝑓 − 𝜆, όπου 𝜆 ∈ ℝ.

Απόδειξη. (α) Ας είναι𝐻 ένα ομοπαραλληλικό υπερεπίπεδο του ℰ . Τότε,𝐻 = 𝑎 + �⃗�, όπου 𝑎 ∈ 𝐻 και �⃗� είναι
υπερεπίπεδο του ℰ⃗ . Καθώς dim �⃗� = dim ℰ⃗ − 1, μία βάση {�⃗�1, … , �⃗�𝜇} του �⃗� συμπληρώνεται σε μία βάση
{�⃗�1, … , �⃗�𝑠, �⃗�} του ℰ⃗ , όπου �⃗� ∈ ℰ⃗ ⧵ �⃗�. Έτσι, για κάθε 𝑦 ∈ ℰ⃗ υπάρχουν μοναδικοί αριθμοί 𝜆1, … , 𝜆𝑠, 𝜆 ∈ ℝ
έτσι, ώστε 𝑦 = 𝜆1�⃗�1 + ⋯ + 𝜆𝑠�⃗�𝑠 + 𝜆�⃗�. Η αντιστοιχία 𝑦 ↦ 𝜆 ορίζει μία γραμμική μορφή 𝑓∗ ∶ ℰ⃗ → ℝ με
Ker𝑓∗ = �⃗�. Στη συνέχεια, θεωρούμε 𝑎 ∈ 𝐻 και ορίζουμε την ομοπαραλληλική μορφή 𝑓 ∶ ℰ → 𝔸 θέτοντας

𝑓(𝑎 + �⃗�) = 𝑓∗(�⃗�), για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ .

Καθώς 𝑓∗ ≠ 0, η 𝑓 δεν είναι σταθερή και επιπλέον𝐻 = Ker𝑓.
Ας είναι τώρα 𝑔 ∶ ℰ → 𝔸 μία άλλη μη-σταθερή ομοπαραλληλική μορφή με 𝐻 = Ker𝑔. Τότε, για κάθε

𝑎 ∈ 𝐻 ισχύει
𝑔(𝑎 + �⃗�) = �⃗�(�⃗�), για κάθε �⃗� ∈ �⃗�.
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Ας είναι �⃗� = 𝜆1�⃗�1 +⋯+ 𝜆𝑠�⃗�𝑠 + 𝜆�⃗�, με 𝜆1, … , 𝜆𝑠, 𝜆 ∈ ℝ. Καθώς �⃗� = Ker�⃗�, έχουμε:

�⃗�(�⃗�) = 𝜆�⃗�(𝑤) = �⃗�(𝑤)𝑓∗(�⃗�)

και 𝑔(�⃗�) ≠ 0. Θέτουμε 𝑐 = 𝑔(�⃗�) και έχουμε 𝑔(𝑣) = 𝑐𝑓(𝑣), για κάθε 𝑣 ∈ ℰ .
(β) Ας είναι𝐻 ένα ομοπαραλληλικό υπερεπίπεδο τουℰ και 𝑓 μία μη-σταθερή ομοπαραλληλική μορφή του

ℰ με𝐻 = Ker𝑓. Θεωρούμε ένα υπερεπίπεδο του𝐻′ παράλληλο με το𝐻. Επομένως, έχουμε𝐻′ = 𝑏 + Ker𝑓,
όπου 𝑏 ∈ 𝐻′. Αν 𝑥 ∈ 𝐻′, τότε 𝑥 = 𝑏 + �⃗�, όπου �⃗� ∈ Ker𝑓. Άρα, 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏) και επομένως 𝑥 ∈ Ker(𝑓 − 𝑓(𝑏)).
Έτσι, έχουμε𝐻′ ⊆ Ker(𝑓 − 𝑓(𝑏)). Αντιστρόφως, έχουμε 𝑏 ∈ Ker(𝑓 − 𝑓(𝑏)) και επομένως αν 𝑥 ∈ Ker(𝑓 − 𝑓(𝑏)),
τότε 𝑥 = 𝑏 + �⃗�, όπου �⃗� ∈ ℰ⃗ . Καθώς 𝑥 ∈ Ker(𝑓 − 𝑓(𝑏)), έχουμε 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏) και επομένως

𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏) + 𝑓(�⃗�),

απ’ όπου 𝑓(�⃗�) = 0. Άρα �⃗� ∈ Ker𝑓 και κατά συνέπεια 𝑥 ∈ 𝐻′. Επομένως, ισχύει𝐻′ = Ker(𝑓 − 𝑓(𝑏)).

3.4 Ασκήσεις-Εργασίες

Ασκήσεις

3.4.1 Ας είναι 𝑓 ∶ ℰ → ℱ μία ομοπαραλληλική απεικόνιση η οποία είναι ένεση και 𝑎, 𝑏, 𝑐 τρία διαφορετικά
σημεία του ℰ τα οποία είναι συνευθειακά. Να δειχθεί ότι τα σημεία 𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏) και 𝑓(𝑐) είναι επίσης
συνευθειακά.

3.4.2 Ας είναι (ℰ , ℰ⃗ , +) ένας ομοπαραλληλικός χώρος και 𝑓 ∶ ℰ → ℰ μία αμφίεση. H 𝑓 είναι μετατόπιση,
αν και μόνον αν, για κάθε 𝑎, 𝑏 ∈ ℰ ισχύει:

𝑓(𝑏) = 𝑏 + 𝑓(𝑎) − 𝑎.

3.4.3 Ας είναι 𝑓 ∶ ℰ → ℰ μία ομοπαραλληλική απεικόνιση. Θεωρούμε το σύνολο των σταθερών σημείων
της 𝑓,

𝐹𝑖𝑥(𝑓) = {𝑥 ∈ ℰ / 𝑓(𝑥) = 𝑥}.

Αν 𝐹𝑖𝑥(𝑓) ≠ ∅, τότε να δειχθεί ότι 𝐹𝑖𝑥(𝑓) = 𝑎 + 𝐾𝑒𝑟(𝑓 − 𝐼𝑑ℰ⃗ ).

3.4.4 Ας είναι 𝑓 ∶ ℰ → ℰ μία ομοπαραλληλική απεικόνιση. Να δειχθεί ότι η 𝑓 έχει ένα μοναδικό σταθερό
σημείο, αν και μόνον αν, το 1 δεν είναι ιδιοτιμή της γραμμικής απεικόνισης 𝑓.

3.4.5 Ας είναι (ℰ , ℰ⃗ , +) ένας ομοπαραλληλικός χώρος. Ένα υποσύνολο𝒞 τουℰ καλείται κυρτό, αν για κάθε
𝑎, 𝑏 ∈ 𝒞 ισχύει [𝑎𝑏] ⊆ 𝒞 .

(α) Να δειχθεί ότι κάθε ομοπαραλληλικός υποχώρος του ℰ είναι κυρτό υποσύνολο του ℰ .

(β) Να δειχθεί ότι η τομή δύο κυρτών υποσυνόλων είναι κυρτό υποσύνολο.

(γ)Να δοθεί ένα σύνολο του𝔸2 το οποίο δεν είναι κυρτό. Κατόπιν να δοθούν δύο κυρτά υποσύνολα
του𝔸2 τέτοια, ώστε η ένωσή τους να μην είναι κυρτό σύνολο.

(δ) Να δειχθεί ότι ένα υποσύνολο 𝒞 του ℰ είναι κυρτό, αν και μόνον αν, για κάθε πεπερασμένη
οικογένεια βεβαρημένων σημείων (𝑎𝑖, 𝜆𝑖) (𝑖 = 1, … , 𝑘) με 𝜆𝑖 > 0 και 𝜆1 +⋯ + 𝜆𝑘 = 1 έχουμε 𝜆1𝑎1 +
⋯+ 𝜆𝑘𝑎𝑘 ∈ 𝒞 .

(ε)Αν 𝑎0, … , 𝑎𝑛 ∈ ℰ , τότε να δειχθεί ότι το μικρότερο κυρτό σύνολο που περιέχει τα σημεία 𝑎0, … , 𝑎𝑛
είναι το κυρτό κάλυμμα των 𝑎0, … , 𝑎𝑛.

(στ) Ας είναι 𝑓 ∶ ℰ → ℱ μία ομοπαραλληλική απεικόνιση. Αν 𝒞 είναι ένα κυρτό υποσύνολο του
ℰ , τότε να δειχθεί ότι το σύνολο 𝑓(𝒞 ) είναι κυρτό. Επίσης, αν𝒟 είναι ένα κυρτό υποσύνολο τουℱ
τέτοιο, ώστε 𝑓−1(𝒟 ) ≠ ∅, τότε να δειχθεί ότι το σύνολο 𝑓−1(𝒟 ) είναι επίσης κυρτό.
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3.4.6 Ας είναι 𝑓 ∶ ℰ → Ε μία ομοπαραλληλική απεικόνιση. Να δειχθούν τα εξής:

(α) Αν 𝑓 ∘ 𝑓 = 𝑓, τότε η 𝑓 έχει σταθερό σημείο.
(β) Αν 𝑓 ∘ 𝑓 = Ιℰ , τότε η 𝑓 έχει σταθερό σημείο.

3.4.7 Ας είναι𝒱 ο ομοπαραλληλικός υποχώρος του𝔸5 ο οποίος ορίζεται από το σύστημα εξισώσεων:

𝑥1 + 𝑥3 − 2𝑥5 = 1
𝑥2 − 2𝑥4 + 𝑥5 = −2

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 − 4𝑥4 = −3.

Να βρεθεί η διάσταση του 𝒱 και μία ομοπαραλληλική απεικόνιση η οποία να απεικονίζει τον 𝒱 επί
ενός ομοπαραλληλικού υποχώρου ο οποίος ορίζεται από εξισώσεις 𝑥1 = … = 𝑥𝑘 = 0, για κάποιο 𝑘 > 0
(μέσα σε κάποιο χώρο𝔸𝑚).

3.4.8 Ας είναι Ε ένας ομοπαραλληλικός χώρος καιℱ ένας ομοπαραλληλικός υποχώρος του. Αν𝐺 είναι ένας
διανυσματικός χώρος τέτοιος, ώστε Ε⃗ = ℱ ⊕ 𝐺, τότε να δειχθεί ότι για κάθε𝑀 ∈ ℰ υπάρχει ένα
μοναδικό σημείο𝑀′ ∈ ℱ τέτοιο, ώστε 𝑀′𝑀 ∈ 𝐺. H αντιστοιχία𝑀 ↦ 𝑀′ ορίζει μία απεικόνιση
𝑝 ∶ 𝑀 → 𝑀′ η οποία καλείται ομοπαραλληλική προβολή επί τουℱ κατά τη διεύθυνση του𝐺. Να δειχθεί
ότι η 𝑝 είναι ομοπαραλληλική απεικόνιση.

3.4.9 Θεωρούμε τον χώρο 𝔸3 και το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (Ο, Ε1, Ε2, Ε3), όπου 𝑂 = (0, 0, 0), 𝐸1 =
(1, 0, 0), 𝐸2 = (0, 1, 0), και 𝐸3 = (0, 0, 1). Ας είναι 𝑓1 = (−1, 1, 1), 𝑓2 = (1, −1, 1), 𝑓3 = (1, 1, −1),
𝑎 = (3, −1, 0), 𝐹 =< 𝑓1, 𝑓2 >, 𝐺 =< 𝑓3 > και Π = 𝑎 + 𝐹. Συμβολίζουμε με 𝑝 την ομοπαραλληλική
προβολή επί τουΠ κατά τη διεύθυνση του𝐺. Να προσδιοριστούν οι βαρυκεντρικές συντεταγμένες του
𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧), για κάθε (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝔸3, ως συνάρτηση των 𝑥, 𝑦, 𝑧.

3.4.10 Ας είναιℰ ένας ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 2 και𝐴𝐵𝐶 ένα τρίγωνό του. Συμβολίζουμε με𝐺 το
σύνολο των ομοπαραλληλικών απεικονίσεων 𝑓 ∶ ℰ → ℰ οι οποίες αφήνουν αμετάβλητο το τρίγωνο
𝐴𝐵𝐶, δηλαδή μεταθέτουν τις κορυφές του 𝐴, 𝐵, 𝐶. Να δειχθεί ότι το σύνολο 𝐺 είναι μία ομάδα που
αποτελείται από 6 στοιχεία καθένα από τα οποία έχει τουλάχιστον ένα σταθερό σημείο.
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Σύνοψη
Σ’ αυτό το κεφάλαιο, δεδομένου ενός ομοπαραλληλικού χώρουℰ , παρουσιάζουμε την κατασκευή ενός διανυ-
σματiκού χώρου ̂ℰ μέσα στον οποίο εμφυτεύεται ο χώρος ℰ και κάθε ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ ℰ →
ℱ επεκτείνεται με μοναδικό τρόπο σε μία γραμμική απεικόνιση ̂𝑓 ∶ ̂ℰ → ̂ℱ . Περισσότερες πληροφορίες για
την κατασκευή αυτού του διανυσματικού χώρου καθώς και διαφορετικές κατασκευές, ο αναγνώστης μπορεί
να βρει στα συγγράμματα τα οποία παρατίθενται στο τέλος του κεφαλαίου.

4.1 Κατασκευή της Γραμμικοποίησης

Ας είναι (ℰ , ℰ⃗ , +) ένας ομοπαραλληλικός χώρος. Στο Κεφάλαιο 3, είδαμε δύο σημαντικές οικογένειες ομο-
παραλληλικών απεικονίσεων, τις μετατοπίσεις και τις ομοθεσίες. Για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ , έχουμε τη μετατόπιση 𝑡�⃗�, με
𝑡�⃗�(𝑎) = 𝑎 + �⃗�, για κάθε 𝑎 ∈ ℰ , και οι απεικονίσεις αυτής της μορφής είναι όλες οι μετατοπίσεις. Επίσης, για
κάθε 𝑎 ∈ ℰ και 𝜆 ∈ ℝ, έχουμε την ομοθεσίαΗ𝑎,𝜆, μεΗ𝑎,𝜆(𝑥) = 𝑎 + 𝜆 𝑎𝑥, για κάθε 𝑥 ∈ ℰ . Επιπλέον, ισχύει:

𝐻𝑎,1−𝜆(𝑥) = 𝑎 + (1 − 𝜆)𝑎𝑥 = 𝑎 + 𝑎𝑥 − 𝜆𝑎𝑥 = 𝑥 + 𝜆𝑥𝑎.

Δηλαδή, έχουμε𝐻𝑎,1−𝜆(𝑥) = 𝐻𝑥,𝜆(𝑎). Θα συμβολίζουμε πιο απλά την ομοθεσία𝐻𝑎,1−𝜆 με ⟨𝑎, 𝜆⟩. Στη συνέχεια,
θα παριστάνουμε με αυτό τον τρόπο τις ομοθεσίες. Παρατηρούμε ότι αν 𝜆 ≠ 1, τότεΗ𝑎,𝜆 ≠ 𝐼𝑑ℰ . Ισοδύναμα,
αν 𝜆 ≠ 0, τότε ⟨𝑎, 𝜆⟩ ≠ 𝐼𝑑ℰ . Επίσης, όπως έχουμε ήδη δει, μία ομοθεσία ⟨𝑎, 𝜆⟩ με 𝜆 ≠ 0 δεν είναι μετατόπιση.

Θεωρούμε τώρα το σύνολο ̂ℰ το οποίο αποτελείται από τις μετατοπίσεις του ℰ και τις ομοθεσίες ⟨𝑎, 𝜆⟩
με 𝜆 ≠ 0. Ας σημειωθεί ότι τα στοιχεία του ̂ℰ είναι σαφώς διακεκριμένα. Σκοπός μας είναι να δομήσουμε το
σύνολο ̂ℰ σε διανυσματικό χώρο έτσι, ώστε ο χώρος ℰ⃗ να είναι ισόμορφος με έναν υποχώρο του ̂ℰ και ο χώρος
ℰ ομοπαραλληλικά ισόμορφος με έναν ομοπαραλληλικό υποχώρο του ̂ℰ .

Πρώτα θεωρούμε τον εξής νόμο πρόσθεσης στο ̂ℰ , +̂ ∶ ̂ℰ × ̂ℰ → ̂ℰ :

Δόσπρα Π. και Πουλάκης Δ. (2022). «Ομοπαραλληλικοί Χώροι και ΓεωμετρικήΜοντελοποίηση».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. https://www.kallipos.gr/images/kalliposplus/A4/XelatexGuide.pdf
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(α) Ορίζουμε ως άθροισμα των μετατοπίσεων 𝑡�⃗� και 𝑡�⃗�, όπου �⃗�, �⃗� ∈ ℰ⃗ , τη μετατόπιση 𝑡�⃗�+�⃗�, δηλαδή

𝑡�⃗�+̂𝑡�⃗� = 𝑡�⃗�+�⃗�.

(β) Ορίζουμεως άθροισμα της ομοθεσίας ⟨𝑎, 𝜆⟩ και της μετατόπισης 𝑡�⃗� την ομοθεσία ⟨𝑎+𝜆−1�⃗�, 𝜆⟩, δηλαδή

⟨𝑎, 𝜆⟩+̂𝑡�⃗� = ⟨𝑎 + 𝜆−1�⃗�, 𝜆⟩.

Επίσης, ορίζουμε ως άθροισμα της μετατόπισης 𝑡�⃗� και της ομοθεσίας ⟨𝑎, 𝜆⟩ την ίδια ομοθεσία, δηλαδή

𝑡�⃗�+̂⟨𝑎, 𝜆⟩ = ⟨𝑎 + 𝜆−1�⃗�, 𝜆⟩.

(γ) Ορίζουμε ως άθροισμα των ομοθεσιών ⟨𝑎1, 𝜆1⟩ και ⟨𝑎2, 𝜆2⟩ την ομοθεσία


𝜆1

𝜆1 + 𝜆2
𝑎1 +

𝜆2
𝜆1 + 𝜆2

𝑎2, 𝜆1 + 𝜆2 ,

αν 𝜆1 + 𝜆2 ≠ 0 και τη μετατόπιση 𝑡𝜆1 ⃗𝑎2𝑎1 , αν 𝜆1 + 𝜆2 = 0. Δηλαδή, αν 𝜆1 + 𝜆2 ≠ 0, έχουμε

⟨𝑎1, 𝜆1⟩+̂⟨𝑎2, 𝜆2⟩ = 
𝜆1

𝜆1 + 𝜆2
𝑎1 +

𝜆2
𝜆1 + 𝜆2

𝑎2, 𝜆1 + 𝜆2 ,

και αν 𝜆1 + 𝜆2 = 0, έχουμε
⟨𝑎1, 𝜆1⟩+̂⟨𝑎2, 𝜆2⟩ = 𝑡𝜆1𝑎2𝑎1 .

Παρατηρούμε αμέσως ότι η πράξη +̂ είναι αντιμεταθετική. Επίσης, επαληθεύεται εύκολα ότι η πράξη +̂
είναι και προσεταιριστική. Για κάθε μετατόπιση 𝑡�⃗� και κάθε ομοθεσία ⟨𝑎, 𝜆⟩ έχουμε

𝑡�⃗�+̂𝑡0⃗ = 𝑡�⃗� = 𝑡0⃗+̂𝑡�⃗� και ⟨𝑎, 𝜆⟩+̂𝑡�⃗� = ⟨𝑎, 𝜆⟩ = 𝑡�⃗�+̂⟨𝑎, 𝜆⟩.

Άρα, η μετατόπιση 𝑡0⃗ = 𝐼𝑑ℰ είναι το ουδέτερο στοιχείο για την πράξη +̂. Επιπλέον, ισχύουν τα εξής:

𝑡�⃗�+̂𝑡−�⃗� = 𝑡0⃗ = 𝑡−�⃗�+̂𝑡�⃗� και ⟨𝑎, 𝜆⟩+̂⟨𝑎, −𝜆⟩ = 𝑡0⃗ = ⟨𝑎, −𝜆⟩+̂⟨𝑎, 𝜆⟩.

Συνεπώς, τα αντίθετα των 𝑡�⃗� και ⟨𝑎, 𝜆⟩ είναι τα 𝑡−�⃗� και ⟨𝑎, −𝜆⟩, αντίστοιχα, δηλαδή έχουμε:

−𝑡�⃗� = 𝑡−�⃗� και − ⟨𝑎, 𝜆⟩ = ⟨𝑎, −𝜆⟩.

Επομένως, το ζεύγος ( ̂ℰ , +̂) είναι αντιμεταθετική ομάδα.
Στη συνέχεια ορίζουμε τον πολλαπλασιασμό ̂⋅ ενός πραγματικού αριθμού𝜅 με ένα στοιχείο του ̂ℰ . Αν𝜅 ≠ 0,

τότε θέτουμε
𝜅 ̂⋅ ⟨𝑎, 𝜆⟩ = ⟨𝑎, 𝜅𝜆⟩

και
0 ̂⋅ ⟨𝑎, 𝜆⟩ = 𝑡0⃗ = 𝐼𝑑ℰ .

Επίσης, θέτουμε
𝜅 ̂⋅ 𝑡�⃗� = 𝑡𝜅�⃗�.

Εύκολα επαληθεύουμε ότι για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ ̂ℰ και 𝜅, 𝜇 ∈ ℝ ισχύουν τα παρακάτω:

1. 𝜅 ̂⋅ (𝑥 + 𝑦) = 𝜅 ̂⋅ 𝑥 + 𝜅 ̂⋅ 𝑦,

2. (𝜅 + 𝜇) ̂⋅ 𝑥 = 𝜅 ̂⋅ 𝑥 + 𝜇 ̂⋅ 𝑦,

3. 𝜅 ̂⋅ (𝜇 ̂⋅ 𝑥) = (𝜅𝜇) ̂⋅ 𝑥,
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4. 1 ̂⋅ 𝑥 = 𝑥.

Συνεπώς, το σύνολο ̂ℰ με τις πράξεις της πρόσθεσης +̂ και του πολλαπλασιασμού ̂⋅ που ορίσαμε αποτελεί
πραγματικό διανυσματικό χώρο.

Επίσης, αν 𝑥, 𝑦 ∈ ̂ℰ και 𝜅, 𝜇 ∈ ℝ, τότε θα συμβολίζουμε το στοιχείο 𝜅𝑥+̂(−𝜇)𝑦 με 𝜅𝑥−̂𝜇𝑦.
Ας θεωρήσουμε τώρα την απεικόνιση

𝚤ℰ ∶ ℰ⃗ ⟶ ̂ℰ , �⃗�⟼ 𝑡�⃗�.

Αν 𝚤ℰ (�⃗�) = 𝚤ℰ (�⃗�), τότε 𝑡�⃗� = 𝑡�⃗� και επομένως για κάθε 𝑎 ∈ ℰ ισχύει 𝑎+ �⃗� = 𝑎+ �⃗�, απ’ όπου έχουμε �⃗� = �⃗�. Άρα,
η απεικόνιση 𝚤ℰ είναι ένεση. Για κάθε �⃗�, �⃗� ∈ ℰ⃗ και 𝜅 ∈ ℝ έχουμε:

𝚤ℰ (�⃗� + �⃗�) = 𝑡�⃗�+�⃗� = 𝑡�⃗�+̂𝑡�⃗� = 𝚤ℰ (�⃗�) + 𝚤ℰ (�⃗�)

και
𝚤ℰ (𝜅�⃗�) = 𝑡𝜅�⃗� = 𝜅𝑡�⃗� = 𝜅𝚤ℰ (�⃗�).

Επομένως, η απεικόνιση 𝚤ℰ είναι γραμμική και, καθώς είναι ένεση, είναι μονομορφισμός διανυσματικών χώ-
ρων. Έτσι, ο διανυσματικός χώρος ̂ℰ περιέχει ως υποχώρο του μία ισόμορφη εικόνα του ℰ⃗ .

Στη συνέχεια θεωρούμε την απεικόνιση

𝚥ℰ ∶ ℰ ⟶ ̂ℰ , 𝑎⟼ ⟨𝑎, 1⟩.

H ομοθεσία ⟨𝑎, 1⟩ είναι η σταθερή απεικόνιση που σε κάθε στοιχείο 𝑥 ∈ ℰ απεικονίζει το 𝑎. Έτσι, αν 𝚥ℰ (𝑎) =
𝚥ℰ (𝑏), τότε 𝑎 = 𝑏. Επομένως, η απεικόνιση 𝚥ℰ είναι ένεση. Επίσης, για κάθε 𝑎 ∈ ℰ και �⃗� ∈ ℰ⃗ , έχουμε:

𝚥ℰ (𝑎 + �⃗�) = ⟨𝑎 + �⃗�, 1⟩ = ⟨𝑎, 1⟩+̂𝑡�⃗� = 𝚥ℰ (𝑎)+̂𝚤ℰ (�⃗�).

Συνεπώς, η απεικόνιση 𝚥ℰ είναι ομοπαραλληλική με προσαρτημένη γραμμική απεικόνιση την 𝚤ℰ . Έτσι, από
την Πρόταση 3.4 έπεται ότι η κατεύθυνση του ομοπαραλληλικού χώρου 𝚥(ℰ ) είναι ο χώρος 𝚤(ℰ ). Όταν δεν
υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, θα σημειώνουμε πιο απλά με 𝚤 και 𝚥 τις απεικονίσεις 𝚤ℰ και 𝚥ℰ .

Ορισμός 4.1. Ο διανυσματικός χώρος ( ̂ℰ , +̂, ̂⋅) καλείται γραμμικοποίηση ή ομογενοποίηση του ομοπαραλλη-
λικού χώρου (ℰ , ℰ⃗ , +).

Η παρακάτω πρόταση δίνει τον τύπο του αθροίσματος περισσοτέρο των δύο στοιχείων της μορφής ⟨𝑎, 𝜆⟩.

Πρόταση 4.1. Ας είναι 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℰ . Ας υποθέσουμε ότι 𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ ℝ έτσι, ώστε για κάθε 𝑘 διακεκριμένους
δείκτες 𝜏(1), … , 𝜏(𝑘) ∈ {1, … , 𝑛}, με 𝑘 < 𝑛, έχουμε 𝜆𝜏(1) +⋯+ 𝜆𝜏(𝑘) ≠ 0. Ισχύουν τα εξής:
(α) Αν 𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑛 ≠ 0, τότε έχουμε:

𝑛

𝑖=1
⟨𝑎𝑖, 𝜆𝑖⟩ = 

𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖
∑𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖

𝑎𝑖,
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖.

(β) Αν 𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑛 = 0, τότε, για κάθε 𝑏 ∈ ℰ , έχουμε:

𝑛

𝑖=1
⟨𝑎𝑖, 𝜆𝑖⟩ =

𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝚤(𝑏𝑎𝑖).

Απόδειξη. (α) Πρώτα θα δείξουμε χρησιμοποιώντας επαγωγή ότι ισχύει:

𝑛

𝑖=1
⟨𝑎𝑖, 𝜆𝑖⟩ = 

𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖
∑𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖

𝑎𝑖,
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖.
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Για 𝑛 = 2 είναι ο ορισμός του αθροίσματος των στοιχείων ⟨𝑎1, 𝜆1⟩ και ⟨𝑎2, 𝜆2⟩. Υποθέτουμε ότι η παραπάνω
ισότητα ισχύει για 𝑛 = 𝑘. Ας είναι 𝑛 = 𝑘 + 1. Τότε, χρησιμοποιώντας την Πρόταση 1.5, έχουμε:

𝑘+1

𝑖=1
⟨𝑎𝑘, 𝜆𝑘⟩ = 

𝑘

𝑖=1

𝜆𝑖
∑𝑘
𝑖=1 𝜆𝑖

𝑎𝑖,
𝑘

𝑖=1

𝜆𝑖+̂⟨𝑎𝑘+1, 𝜆𝑘+1⟩

= 
∑𝑘
𝑖=1 𝜆𝑖

∑𝑘+1
𝑖=1 𝜆𝑖

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑘

𝑖=1

𝜆𝑖
∑𝑘
𝑖=1 𝜆𝑖

𝑎𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ +

𝜆𝑘+1
∑𝑘+1
𝑖=1 𝜆𝑖

𝑎𝑘+1,
𝑘+1

𝑖=1

𝜆𝑖

= 
𝑘+1

𝑖=1

𝜆𝑖
∑𝑘+1
𝑖=1 𝜆𝑖

𝑎𝑖,
𝑘+1

𝑖=1

𝜆𝑖.

Άρα, η προς απόδειξη ισότητα ισχύει.
(β) Από την ιδιότητα (α) προκύπτει:

𝑛

𝑖=1
⟨𝑎𝑖, 𝜆𝑖⟩ = 

𝑛−1

𝑖=1

𝜆𝑖
∑𝑛−1
𝑖=1 𝜆𝑖

𝑎𝑖,
𝑛−1

𝑖=1

𝜆𝑖+̂⟨𝑎𝑛, 𝜆𝑛⟩ = 𝚤(𝜆𝑛𝑐𝑎𝑛),

όπου

𝑐 =
𝑛−1

𝑖=1

𝜆𝑖
∑𝑛−1
𝑖=1 𝜆𝑖

𝑎𝑖.

Για κάθε 𝑏 ∈ ℰ έχουμε:

𝑎𝑛𝑐 =
𝑛−1

𝑖=1

𝜆𝑖
∑𝑛−1
𝑖=1 𝜆𝑖

𝑎𝑛𝑎𝑖

= − 1
𝜆𝑛

𝑛−1

𝑖=1

𝜆𝑖(𝑎𝑛𝑏 +𝑏𝑎𝑖)

= − 1
𝜆𝑛

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑛−1

𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑎𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ −

∑𝑛−1
𝑖=1 𝜆𝑖
𝜆𝑛

𝑎𝑛𝑏

= − 1
𝜆𝑛

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑛−1

𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑎𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ +

𝑎𝑛𝑏.

Έτσι, παίρνουμε:

𝜆𝑛𝑐𝑎𝑛 =
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑎𝑖.

Επομένως, έχουμε:
𝑛

𝑖=1
⟨𝑎𝑖, 𝜆𝑖⟩ =

𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝚤(𝑏𝑎𝑖),

απ’ όπου το αποτέλεσμα.

Πόρισμα 4.1. Ας είναι 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℰ και 𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ ℝ. Θέτουμε Ε𝑛 = {1, … , 𝑛}. Αν 𝐷 είναι το μεγαλύτερο
υποσύνολο του 𝐸𝑛 τέτοιο, ώστε∑𝑖∈𝐷 𝜆𝑖 = 0, τότε ισχύει:

𝑛

𝑖=1
⟨𝑎𝑖, 𝜆𝑖⟩ = 

𝑖∈𝐷
𝜆𝑖𝚤(𝑏𝑎𝑖)+̂ 

𝑖∈𝐸𝑛⧵𝐷

𝜆𝑖
∑𝑖∈𝐸𝑛⧵𝐷 𝜆𝑖

𝑎𝑖, 
𝑖∈𝐸𝑛⧵𝐷

𝜆𝑖.
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Απόδειξη. Υπάρχoυν μη κενά, ξένα μεταξύ τους ανά δύο υποσύνολα 𝐷1, … ,𝐷𝑠 του 𝐷, των οποίων η ένωση
δίνει το𝐷, ώστε για κάθε 𝑖 = 1, … , 𝑠 να έχουμε:


𝑘∈𝐷𝑖

𝜆𝑘 = 0

και

𝑘∈𝐶

𝜆𝑘 ≠ 0

για κάθε μη κενό σύνολο 𝐶 ⊂ 𝐷𝑖. Έτσι, για κάθε 𝑏 ∈ ℰ και 𝑖 = 1, … , 𝑠, η Πρόταση 4.1(β) δίνει:


𝑗∈𝐷𝑖

⟨𝑎𝑗, 𝜆𝑗⟩ = 
𝑗∈𝐷𝑖

𝜆𝑗𝚤(𝑏𝑎𝑗).

Επομένως, έχουμε:

𝑖∈𝐷
⟨𝑎𝑖, 𝜆𝑖⟩ = 

𝑖∈𝐷
𝜆𝑖𝚤(𝑏𝑎𝑖).

Επίσης, από την Πρόταση 4.1(α) προκύπτει:


𝑖∈𝐸𝑛⧵𝐷

⟨𝑎𝑖, 𝜆𝑖⟩ =  
𝑖∈𝐸𝑛⧵𝐷

𝜆𝑖
∑𝑖∈𝐸𝑛⧵𝐷 𝜆𝑖

𝑎𝑖, 
𝑖∈𝐸𝑛⧵𝐷

𝜆𝑖.

Συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω σχέσεις προκύπτει το αποτέλεσμα.

Πρόταση 4.2. Για κάθε 𝑎 ∈ ℰ έχουμε:
̂ℰ = 𝚤(ℰ⃗ ) ⊕ ℝ𝚥(𝑎).

Επίσης, υπάρχει μοναδικήγραμμικήμορφή𝜔 ∶ ̂ℰ → ℝμε𝜔(⟨𝑏, 𝜇⟩) = 𝜇, για κάθε ομοθεσία ⟨𝑏, 𝜇⟩, και𝜔(𝑡�⃗�) = 0,
για κάθε μετατόπιση 𝑡�⃗�. Επιπλέον, ισχύει 𝜔−1(0) = 𝚤(ℰ⃗ ) και 𝜔−1(1) = 𝚥(ℰ ).

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι ισχύει 𝚤(ℰ⃗ ) + ℝ𝚥(𝑎) ⊆ ̂ℰ . Ας είναι ⟨𝑏, 𝜇⟩ μία ομοθεσία. Θέτουμε �⃗� = 𝜇 𝑎𝑏 και
έχουμε:

𝚤(�⃗�)+̂𝜇𝚥(𝑎) = 𝑡�⃗�+̂𝜇⟨𝑎, 1⟩ = 𝑡�⃗�+̂⟨𝑎, 𝜇⟩ = ⟨𝑎 + 𝜇−1�⃗�, 𝜇⟩ = ⟨𝑏, 𝜇⟩.

Έτσι, παίρνουμε ̂ℰ = 𝚤(ℰ⃗ ) + ℝ𝚥(𝑎). Καθώς ισχύει 𝚤(ℰ⃗ ) ∩ ℝ𝚥(𝑎) = {𝐼𝑑ℰ }, έπεται ότι ̂ℰ = 𝚤(ℰ⃗ ) ⊕ ℝ𝚥(𝑎).
Ας είναι 𝑡�⃗�1 , … , 𝑡�⃗�𝑛 μία βάση του 𝚤(ℰ⃗ ). Τότε, υπάρχει μία μοναδική γραμμική μορφή𝜔 ∶ ̂ℰ → ℝ με𝜔(𝑡�⃗�𝑖) =

0 (𝑖 = 1,… , 𝑛) και𝜔(𝚥(𝑎)) = 1. Επίσης, για κάθε ⟨𝑏, 𝜇⟩ έχουμε:

⟨𝑏, 𝜇⟩ = 𝜇⟨𝑏, 1⟩ = 𝜇⟨𝑎 + 𝑎𝑏, 1⟩ = 𝜇𝑡𝑎𝑏+̂𝜇⟨𝑎, 1⟩.

Έτσι, παίρνουμε:
𝜔(⟨𝑏, 𝜇⟩) = 𝜇𝜔(𝑡𝑎𝑏) + 𝜇𝜔(⟨𝑎, 1⟩) = 𝜇.

Επομένως, έχουμε 𝜔(⟨𝑏, 𝜇⟩) = 1 αν και μόνον αν 𝜇 = 1, και κατά συνέπεια ισχύει 𝜔−1(1) = 𝚥(ℰ ). Τέλος, είναι
προφανές ότι 𝜔−1(0) = 𝚤(ℰ⃗ ).

Πόρισμα 4.2. Ισχύει:
dim ̂ℰ = dimℰ + 1.

Παρατήρηση 4.1. Ας είναι 𝑎, 𝑏 ∈ ℰ με 𝑎 ≠ 𝑏 και 𝑥 ∈ ̂ℰ . Kαθώς ισχύει

̂ℰ = 𝚤(ℰ⃗ ) ⊕ ℝ𝚥(𝑎) = 𝚤(ℰ⃗ ) ⊕ ℝ𝚥(𝑏),
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έχουμε
𝑥 = 𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎) = 𝚤(�⃗�)+̂𝜇𝚥(𝑏),

όπου �⃗�, �⃗� ∈ ℰ⃗ και 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ. Χρησιμοποιώντας την ισότητα 𝑏 = 𝑎 + 𝑎𝑏 παίρνουμε:

𝑡�⃗�+̂𝜆⟨𝑎, 1⟩ = 𝑡�⃗�+̂𝜇⟨𝑎 + 𝑎𝑏, 1⟩,

απ’ όπου έχουμε
𝑡�⃗�+̂𝜆⟨𝑎, 1⟩ = (𝑡�⃗�+̂𝜇𝑡𝑎𝑏)+̂𝜇⟨𝑎, 1⟩,

ή
𝑡�⃗�+̂𝜆⟨𝑎, 1⟩ = (𝑡�⃗�+𝜇𝑎𝑏)+̂𝜇⟨𝑎, 1⟩.

Έτσι, προκύπτει 𝜆 = 𝜇 και �⃗� = �⃗� + 𝜇 𝑎𝑏.

Παράδειγμα 4.1. Θεωρούμε τον ομοπαραλληλικό χώρο Α. Ο διανυσματικός χώρος Α̂ αποτελείται από τις
μετατοπίσεις

𝑡𝑢 ∶ Α⟶ Α, 𝑥⟼ 𝑥 + 𝑢

και τις ομοθεσίες
⟨𝑎, 𝜆⟩ ∶ Α⟶ Α, 𝑥⟼ 𝑥 + 𝜆(𝑎 − 𝑥),

με 𝜆 ≠ 0. Σύμφωνα με την Πρόταση 4.2 έχουμε Α̂ = 𝚤𝔸(ℝ) ⊕ ℝ𝚥(1) και επομένως dim Α̂ = 2. Συνεπώς
Α̂ ≅ ℝ2.

Παράδειγμα 4.2. Θεωρούμε τον ομοπαραλληλικό χώρο Α2. Τα στοιχεία του διανυσματικού χώρουΑ2 είναι
οι μετατοπίσεις

𝑡(𝑢1,𝑢2) ∶ Α2 ⟶Α2, (𝑥1, 𝑥2) ⟼ (𝑥1 + 𝑢1, 𝑥2 + 𝑢2)

και οι ομοθεσίες
⟨(𝑎1, 𝑎2), 𝜆⟩ ∶ Α⟶ Α, 𝑥⟼ 𝑥 + 𝜆(𝑎1 − 𝑥1, 𝑎2 − 𝑥2),

με 𝜆 ≠ 0. Σύμφωνα με την Πρόταση 4.2, έχουμεΑ2 = 𝚤𝔸(ℝ2) ⊕ ℝ𝚥(1, 0) και επομένως dim Α̂ = 3. Συνεπώς
Α2 ≅ ℝ3.

4.2 Βάσεις του διανυσματικού χώρου ̂ℰ

Σ’ αυτή τη ενότηταθαδούμε τησχέση τωνομοπαραλληλικώνπλαισίων ενός ομοπαραλληλικού χώρουℰ με τις
βάσεις της γραμμικοποίησης του ̂ℰ . Ας είναιΠ = (𝑎0, … , 𝑎𝑚) ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο τουℰ . Θεωρούμε
τις𝑚 + 1-άδες

ℬ1(Π) = (𝚥(𝑎0), … , 𝚥(𝑎𝑚)) και ℬ2(Π) = (𝚤( 𝑎0𝑎1), … , 𝚤(𝑎0𝑎𝑚), 𝚥(𝑎0)).

Πρόταση 4.3. Οι 𝑚 + 1-άδεςℬ1(Π) καιℬ2(Π) αποτελούν βάσεις του χώρου ̂ℰ . Αν 𝑥 ∈ ℰ με βαρυκεντρικές
συντεταγμένες (𝜆0, … , 𝜆𝑚) και με Καρτεσιανές συντεταγμένες (𝑥1, … , 𝑥𝑚) ως προς το Π, τότε οι συντεταγμένες
του ⟨𝑥, 𝜆⟩ ως προς τις βάσειςℬ1(Π) καιℬ2(Π) είναι (𝜆𝜆0, … , 𝜆𝜆𝑚) και (𝜆𝑥1, … , 𝜆𝑥𝑚, 𝜆), αντίστοιχα. Επίσης,
αν �⃗� = 𝑣1 𝑎0𝑎1 +⋯+𝑣𝑚𝑎0𝑎𝑚, τότε οι συντεταγμένες του 𝚤(�⃗�) ως προς τις βάσειςℬ1(Π) καιℬ2(Π) είναι (−(𝑣1 +
⋯+ 𝑣𝑚), 𝑣1, … , 𝑣𝑚) και (𝑣1, … , 𝑣𝑚, 0), αντίστοιχα.

Απόδειξη. Ας είναι 𝜆0, … , 𝜆𝑚 ∈ ℝ έτσι, ώστε να ισχύει:

𝜆0𝚥(𝑎0)+̂⋯ +̂𝜆𝑚𝚥(𝑎𝑚) = 𝐼𝑑ℰ .

(Υπενθυμίζουμε ότι η απεικόνιση 𝐼𝑑ℰ είναι το ουδέτερο στοιχείο για την πρόσθεση +̂ στο ̂ℰ ). Τότε, έχουμε:

𝑚

𝑖=0

𝜆𝑖⟨𝑎𝑖, 1⟩ = 𝐼𝑑ℰ ,
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ή
𝑚

𝑖=0
⟨𝑎𝑖, 𝜆𝑖⟩ = 𝐼𝑑ℰ .

Ας είναι 𝑆𝑚 = {0,… ,𝑚} και 𝐷 το μεγαλύτερο υποσύνολο του 𝑆𝑚 τέτοιο, ώστε∑𝑖∈𝐷 𝜆𝑖 = 0. Σύμφωνα με το
Πόρισμα 4.1, έχουμε:

𝑚

𝑖=0
⟨𝑎𝑖, 𝜆𝑖⟩ = 

𝑖∈𝐷
𝜆𝑖𝚤(𝑏𝑎𝑖)+̂ 

𝑖∈𝑆𝑚⧵𝐷

𝜆𝑖
∑𝑖∈𝑆𝑚⧵𝐷 𝜆𝑖

𝑎𝑖, 
𝑖∈𝑆𝑚⧵𝐷

𝜆𝑖

ή ισοδύναμα


𝑖∈𝐷

𝜆𝑖𝚤(𝑏𝑎𝑖)+̂

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 
𝑖∈𝑆𝑚⧵𝐷

𝜆𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝚥(𝑎) = 𝐼𝑑ℰ ,

όπου
𝑎 = 

𝑖∈𝑆𝑚⧵𝐷

𝜆𝑖
∑𝑖∈𝑆𝑚⧵𝐷 𝜆𝑖

𝑎𝑖.

Ας υποθέσουμε ότι𝐷 ≠ 𝑆𝑚. Σύμφωνα με την Πρόταση 4.2 ισχύει ̂ℰ = 𝚤(ℰ⃗ ) ⊕ ℝ𝚥(𝑎) και επομένως έχουμε
∑𝑖∈𝑆𝑚⧵𝐷 𝜆𝑖 = 0. Αυτό όμως είναι αδύνατο γιατί υποθέσαμε ότι 𝐷 ≠ 𝑆𝑚. Άρα, ισχύει 𝐷 = 𝑆𝑚 και επομένως
έχουμε:

𝑚

𝑖=0

𝜆𝑖𝚤(𝑏𝑎𝑖) = 𝐼𝑑ℰ .

Θέτοντας 𝑏 = 𝑎0 παίρνουμε:
𝑚

𝑖=1

𝜆𝑖𝚤( 𝑎0𝑎𝑖) = 𝐼𝑑ℰ .

Καθώς η απεικόνιση 𝚤 είναι γραμμική, προκύπτει:

𝑚

𝑖=1

𝜆𝑖 𝑎0𝑎𝑖 = 0⃗.

Tα διανύσματα 𝑎0𝑎𝑖 αποτελούν μία βάση του ℰ⃗ και κατά συνέπεια έπεται ότι𝜆1 = … = 𝜆𝑚 = 0. Τέλος, επειδή
𝐷 = 𝐸𝑚, έχουμε και 𝜆0 = 0. Συνεπώς, το σύνολοℬ1(Π) είναι γραμμικά ανεξάρτητο και καθώς έχει 𝑚 + 1
στοιχεία αποτελεί μία βάση του ̂ℰ .

Ας είναι 𝜆0, … , 𝜆𝑚 ∈ ℝ έτσι, ώστε να ισχύει:

𝜆0𝚥(𝑎0)+̂𝜆1𝚤( 𝑎0𝑎1)+̂⋯ +̂𝜆𝑚𝚤(𝑎0𝑎𝑚) = 𝐼𝑑ℰ

ή ισοδύναμα
𝜆0𝚥(𝑎0)+̂𝚤(𝜆1 𝑎0𝑎1 +⋯+ 𝜆𝑚𝑎0𝑎𝑚) = 𝐼𝑑ℰ .

Καθώς ισχύει ̂ℰ = 𝚤(ℰ⃗ ) ⊕ ℝ𝚥(𝑎0), παίρνουμε:

𝜆0 = 0 και 𝜆1 𝑎0𝑎1 +⋯+ 𝜆𝑚𝑎0𝑎𝑚 = 0⃗.

Τα διανύσματα 𝑎0𝑎1, … , 𝜆𝑚𝑎0𝑎𝑚 αποτελούν μία βάση του ℰ⃗ και επομένως έχουμε 𝜆1 = … = 𝜆𝑚 = 0. Άρα, το
σύνολοℬ2(Π) είναι γραμμικώς ανεξάρτητο και, καθώς έχει𝑚 + 1 στοιχεία, είναι μία βάση του ̂ℰ .

Ας είναι ⟨𝑥, 𝜆⟩ ∈ ̂ℰ με

𝑥 = 𝜆0𝑎0 +⋯+ 𝜆𝑚𝑎𝑚 = 𝑎0 + 𝑥1 𝑎0𝑎1 +⋯+ 𝑥𝑚𝑎0𝑎𝑚.
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Τότε, έχουμε:

⟨𝑥, 𝜆⟩ = 𝜆𝚥(𝑥) = 𝜆(𝜆0𝚥(𝑎0)+̂⋯ +̂𝜆𝑚𝚥(𝑎𝑚)) = (𝜆𝜆0)𝚥(𝑎0)+̂⋯ +̂(𝜆𝜆𝑚)𝚥(𝑎𝑚)

και

⟨𝑥, 𝜆⟩ = ⟨𝑎0 + 𝑥1 𝑎0𝑎1 +⋯+ 𝑥𝑚𝑎0𝑎𝑚, 𝜆⟩
= ⟨𝑎0, 𝜆⟩+̂𝚤(𝜆(𝑥1 𝑎0𝑎1+̂⋯ + 𝑥𝑚𝑎0𝑎𝑚))
= 𝜆𝑥1𝚤( 𝑎0𝑎1)+̂⋯ +̂𝜆𝑥𝑚𝚤(𝑎0𝑎𝑚)+̂𝜆𝚥(𝑎0).

Επομένως, οι συντεταγμένες του ⟨𝑥, 𝜆⟩ωςπρος τις βάσειςℬ1(Π)καιℬ2(Π) είναι (𝜆𝜆0, … , 𝜆𝜆𝑚)και (𝜆𝑥1, … , 𝜆𝑥𝑚, 𝜆),
αντίστοιχα.

Τέλος, ας είναι �⃗� ∈ ℰ⃗ , με �⃗� = 𝑣1 𝑎0𝑎1 +⋯+ 𝑣𝑚𝑎0𝑎𝑚. Τότε, έχουμε:

𝚤(𝑣) = 𝑣1𝚤(𝑎0𝑎1) + ⋯ + 𝑣𝑚𝚤(𝑎0𝑎𝑚).

Επομένως, οι συντεταγμένες του στοιχείου 𝚤(𝑣) ως προς τη βάση ℬ2(Π) είναι (𝑣1, … , 𝑣𝑚, 0). Επίσης, για 
κάθε 𝑖 = 1, … , 𝑚 έχουμε 𝑎𝑖 = 𝑎0 + 𝑎0⃗𝑎𝑖 και επομένως ισχύει 𝚥(𝑎𝑖) = 𝚥(𝑎0) + 𝚤(𝑎0⃗𝑎𝑖). Έτσι, παίρνουμε 𝚤(𝑎0⃗𝑎𝑖) = 
𝚥(𝑎𝑖) −̂𝚥(𝑎0) (𝑖 = 1, … , 𝑚). Οπότε, έχουμε:

𝚤(�⃗�) = −(𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑚)𝚥(𝑎0) +̂𝑣1𝚥(𝑎1)+̂ ⋯ +̂𝑣𝑚𝚥(𝑎𝑚).

Συνεπώς, οι συντεταγμένες του στοιχείου 𝚤(�⃗�) ως προς τη βάση ℬ1(Π) είναι (−(𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑚), 𝑣1, … , 𝑣𝑚).

Παράδειγμα 4.3. Θεωρούμε τον ομοπαραλληλικό χώρο Α𝑛 και τo oμοπαραλληλικό πλαίσιο Π που αποτελεί-
ται από τα σημεία 𝐸0 = (0, … , 0), 𝐸1 = (1, 0, … , 0), … , 𝐸𝑛 = (0, … , 0, 1). Τότε, σύμφωνα με την Πρόταση 4.3, 
τα σύνολα

ℬ1(Π) = (𝚥(𝐸0), 𝚥(Ε1), … , 𝚥(Ε𝑛))

και

ℬ2(Π) = (𝚤(𝐸0𝐸1), … , 𝚤(𝐸0𝐸𝑛), 𝚥(𝐸0))

αποτελούν βάσεις του Α𝑛. Ας σημειωθεί ότι το στοιχείο 𝚥(Ε𝑘) είναι η απεικόνιση

⟨𝐸𝑘, 1⟩ ∶ Α𝑛 ⟶ Α𝑛, (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ⟼ 𝐸𝑘

και το στοιχείο 𝚤(𝐸0𝐸𝑘) η απεικόνιση
𝑡𝐸0𝐸𝑘 ∶ Α

𝑛 ⟶Α𝑛, 𝑥⟼ 𝑥 + 𝐸𝑘,

Παράδειγμα 4.4. Θεωρούμε τον ομοπαραλληλικό χώρο (𝒫𝑛,1,𝒫𝑛,0, +) τουΠαραδείγματος 1.6. Από τοΠα-
ράδειγμα 1.22 έχουμε ότι η 𝑛 + 1-άδα 𝐹 = (𝑓0, … , 𝑓𝑛), όπου 𝑓𝑖 = (𝑖 + 1)𝑥𝑖 (𝑖 = 0,… , 𝑛), είναι ένα ομοπαραλ-
ληλικό πλαίσιο του χώρου𝒫𝑛,1. Έτσι, η Πρόταση 4.3 συνεπάγεται ότι τα σύνολα

ℬ1(𝐹) = (𝚥(𝑓0), 𝚥(𝑓1) … , 𝚥(𝑓𝑛))

και
ℬ2(𝐹) = (𝚤(𝑓0𝑓1), … , 𝚤(𝑓0𝑓𝑛), 𝚥(𝑓0))

αποτελούν βάσεις του 𝒫𝑛,1. Παρατηρούμε ότι το στοιχείο 𝚥(𝑓𝑘) είναι η απεικόνιση

⟨𝑓𝑘, 1⟩ ∶ 𝒫𝑛,1 ⟶𝒫𝑛,1, 𝑓 ⟼ 𝑓𝑘

και το στοιχείο 𝚤(𝑓0𝑓𝑘) η απεικόνιση

𝑡𝑓0𝑓𝑘 ∶ 𝒫𝑛,1 ⟶𝒫𝑛,1, 𝑓 ⟼ 𝑓 + (𝑘 + 1)𝑥𝑘 − 1.
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4.3 Γραμμικοποίηση Ομοπαραλληλικών Απεικονίσεων

Στη συνέχεια δίνουμε μία σημαντική ιδιότητα του γραμμικού χώρου ̂ℰ , σύμφωνα με την οποία ομοπαραλληλι-
κές απεικονίσεις από τονℰ σε έναν γραμμικό χώρο �⃗� μπορούν να επεκταθούν με μοναδικό τρόπο σε γραμμικές
απεικονίσεις από τον ̂ℰ στον �⃗�.

Πρόταση 4.4. Για κάθε πραγματικό διανυσματικό χώρο �⃗� και ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ ℰ → 𝐹, υπάρχει
μοναδική γραμμική απεικόνιση ̂𝑓 ∶ ̂ℰ → �⃗� τέτοια, ώστε να ισχύει 𝑓 = ̂𝑓 ∘ 𝑗, και

̂𝑓(𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎)) = 𝜆𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�),

για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ , 𝑎 ∈ ℰ , 𝜆 ∈ ℝ. Επιπλέον, αν 𝜆 ≠ 0, τότε έχουμε:

̂𝑓(𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎)) = 𝜆𝑓(𝑎 + 𝜆−1�⃗�).

Απόδειξη. Ας είναι 𝑎 ∈ ℰ . Σύμφωνα με την Πρόταση 4.2 έχουμε ̂ℰ = 𝚤(ℰ⃗ ) ⊕ ℝ𝚥(𝑎). Έτσι, τα αθροίσματα
𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎), όπου �⃗� ∈ ℰ⃗ και 𝜆 ∈ ℝ, είναι διαφορετικά ανά δύο και είναι όλα τα στοιχεία του ̂ℰ . Ορίζουμε την
απεικόνιση

̂𝑓𝑎 ∶ ̂ℰ ⟶ �⃗�, 𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎)⟼ 𝜆𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�).

Ας είναι 𝑥, 𝑦 ∈ ̂ℰ και 𝜅 ∈ ℝ. Τότε 𝑥 = 𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎) και 𝑦 = 𝚤(�⃗�)+̂𝜇𝚥(𝑎). Οπότε, έχουμε:

̂𝑓𝑎(𝑥+̂𝑦) = ̂𝑓(𝚤(�⃗� + �⃗�)+̂(𝜆 + 𝜇)𝚥(𝑎)) = (𝜆 + 𝜇)𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗� + �⃗�) =
(𝜆𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�)) + (𝜇𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�)) = ̂𝑓𝑎(𝑥) + ̂𝑓𝑎(𝑦)

και

̂𝑓𝑎(𝜅𝑥) = ̂𝑓(𝜅(𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎))) = ̂𝑓(𝚤(𝜅�⃗�)+̂𝜅𝜆𝚥(𝑎)) =
𝜅𝜆𝑓(𝑎) + 𝑓(𝜅�⃗�) = 𝜅(𝜆𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�)) = 𝜅 ̂𝑓𝑎(𝑥).

Συνεπώς, η απεικόνιση ̂𝑓𝑎 είναι γραμμική.
Ας είναι 𝑥 ∈ ̂ℰ . Αν 𝑎, 𝑏 ∈ ℰ με 𝑎 ≠ 𝑏, τότε 𝑥 = 𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎) = 𝚤(�⃗�)+̂𝜇𝚥(𝑏), όπου �⃗�, �⃗� ∈ ℰ⃗ και 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ. Από

την Παρατήρηση 4.1 έχουμε 𝜆 = 𝜇 και �⃗� = �⃗� + 𝜇 𝑎𝑏. Επομένως

̂𝑓𝑎(𝑥) = 𝜆𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�) = 𝜇𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗� + 𝜇 𝑎𝑏) =
𝜇𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�) + 𝜇𝑓(𝑎𝑏) = 𝜇𝑓(𝑏) + 𝑓(�⃗�) = ̂𝑓𝑏(𝑥).

Δηλαδή, οι απεικονίσεις της μορφής ̂𝑓𝑎, όπου 𝑎 ∈ ℰ , είναι όλες ίσες. Θα συμβολίζουμε με ̂𝑓𝑎 αυτή την απει-
κόνιση. Έτσι, για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ , 𝑎 ∈ ℰ και 𝜆 ∈ ℝ, ισχύει:

̂𝑓(𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎)) = 𝜆𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�).

Επίσης, παρατηρούμε ότι παίρνοντας 𝜆 = 1 και �⃗� = 0⃗ έχουμε ̂𝑓(𝚥(𝑎)) = 𝜆𝑓(𝑎), για κάθε 𝑎 ∈ ℰ , και επομένως
έχουμε 𝑓 = ̂𝑓 ∘ 𝑗.

Ας είναι 𝑔 ∶ ̂ℰ → �⃗� μία γραμμική απεικόνιση η οποία έχει τις παραπάνω ιδιότητες. Θα δείξουμε ότι 𝑔 = ̂𝑓.
Καθώς έχουμε 𝑓 = 𝑔 ∘ 𝚥 και 𝑔(𝚤(�⃗�)) = 𝑓(�⃗�), προκύπτει:

𝑔(𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎)) = 𝑔(𝚤(�⃗�)) + 𝜆𝑔(𝚥(𝑎)) = 𝑓(�⃗�) + 𝜆𝑓(𝑎) = ̂𝑓(𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎)).

Άρα, έχουμε ̂𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥), για κάθε 𝑥 ∈ ̂ℰ , και κατά συνέπεια ̂𝑓 = 𝑔.
Τέλος, αν 𝜆 ≠ 0, τότε έχουμε:

̂𝑓(𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎)) = 𝜆𝑓(𝑎) + 𝑓(�⃗�)) = 𝜆(𝑓(𝑎) + 𝜆−1𝑓(�⃗�)) = 𝜆𝑓(𝑎 + 𝜆−1�⃗�).
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Πόρισμα 4.3. Ας είναι ℰ ,ℱ ομοπαραλληλικοί χώροι και 𝑓 ∶ ℰ → ℱ μία ομοπαραλληλική απεικόνιση. Τότε,
υπάρχει μία μοναδική γραμμική απεικόνιση ̂𝑓 ∶ �̂� → �̂� τέτοια, ώστε να ισχύει ̂𝑓 ∘ 𝚥ℰ = 𝚥ℱ ∘ 𝑓 και

̂𝑓(𝚤ℰ (�⃗�)+̂𝜆 𝚥ℰ (𝑎)) = 𝜆 𝚥ℱ (𝑓(𝑎))+̂𝚤ℱ (𝑓(�⃗�)),

για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ , 𝑎 ∈ ℰ και 𝜆 ∈ ℝ. Αν 𝜆 ≠ 0, τότε

̂𝑓(𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎)) = 𝜆 𝚥ℱ (𝑓(𝑎) + 𝜆−1�⃗�).

Ειδικότερα, ισχύει ̂𝑓(𝚤ℰ (ℰ⃗ )) ⊆ 𝚤ℱ (ℱ⃗ ).

Απόδειξη. Θεωρούμε την ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝚥ℱ ∘ 𝑓 ∶ ℰ → ̂ℱ . Από την Πρόταση 4.4 έπεται ότι
υπάρχει μοναδική γραμμική απεικόνιση ̂𝑓 ∶ ̂ℰ → ̂ℱ έτσι, ώστε να ισχύει ̂𝑓 ∘ 𝚥ℰ = 𝚥ℱ ∘ 𝑓. Επιπλέον, για κάθε
�⃗� ∈ ℰ⃗ , 𝑎 ∈ ℰ και 𝜆 ∈ ℝ, έχουμε:

̂𝑓(𝚤ℰ (�⃗�)+̂𝜆𝚥ℰ (𝑎)) = 𝜆 (𝚥ℱ ∘ 𝑓)(𝑎) + 𝚥ℱ ∘ 𝑓(�⃗�).

Σύμφωνα με την Πρόταση 3.5 ισχύει 𝚥ℱ ∘ 𝑓 = 𝚤ℱ ∘ 𝑓. Έτσι,για κάθε �⃗� ∈ ℰ⃗ , 𝑎 ∈ ℰ και 𝜆 ∈ ℝ, έχουμε:

̂𝑓(𝚤(�⃗�)+̂𝜆𝚥(𝑎)) = 𝜆 𝚥ℱ (𝑓(𝑎))+̂𝚤ℱ (𝑓(�⃗�)).

Πόρισμα 4.4. Ας είναι ℰ καιℱ δύο ομοπαραλληλικοί χώροι με ομοπαραλληλικά πλαίσιαΠℰ = (𝑎0, … , 𝑎𝑚) και
Πℱ = (𝑏0, … , 𝑏𝑛), αντίστοιχα. Επιπλέον, ας είναι 𝑓 ∶ ℰ → ℱ μία ομοπαραλληλική απεικόνιση καιΑ = (𝛼𝑖,𝑗) ο
πίνακας της γραμμικής απεικόνισης 𝑓 ∶ ℰ⃗ → ℱ⃗ ως προς τις βάσεις ( 𝑎0𝑎1, … ,𝑎0𝑎𝑚) και ( 𝑏0𝑏1, … , 𝑏0𝑏𝑛). Τότε, ο
πίνακας της γραμμικής απεικόνισης ̂𝑓 ∶ �̂� → �̂� ως προς τις βάσειςℬ2(Πℰ ) καιℬ2(Πℱ ) είναι ο πίνακας

𝒜 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼1,1 … 𝛼1,𝑚 𝛽1
⋮ ⋱ ⋮ ⋮

𝛼𝑛,1 … 𝛼𝑛,𝑚 𝛽𝑛
0 … 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

όπου (𝛽1, … , 𝛽𝑛) είναι οι Καρτεσιανές συντεταγμένες του 𝑓(𝑎0) ως προς τοΠℱ .

Απόδειξη. Έχουμε:

𝑓( 𝑎0𝑎𝑘) =
𝑛

𝑗=1

𝛼𝑗𝑘𝑏0𝑏𝑗 (𝑘 = 1,… ,𝑚).

Χρησιμοποιώντας το Πόρισμα 4.3, παίρνουμε:

̂𝑓(𝚤ℰ ( 𝑎0𝑎𝑘)) = (𝚤ℱ ∘ 𝑓)( 𝑎0𝑎𝑘) =
𝑛

𝑗=1

𝛼𝑗𝑘 𝚤ℱ ( 𝑏0𝑏𝑗) (𝑘 = 1,… ,𝑚).

Επίσης, έχουμε ̂𝑓(𝚥ℰ (𝑎0)) = 𝚥ℱ (𝑓(𝑎0)). Σύμφωνα με την Πρόταση 4.3, οι συντεταγμένες του 𝚥ℱ (𝑓(𝑎0)) ως
προς τη βάσηℬ2(Πℱ ) είναι μία 𝑛 + 1-άδα της μορφής (𝛽1, … , 𝛽𝑛, 1), όπου (𝛽1, … , 𝛽𝑛) είναι οι Καρτεσιανές
συντεταγμένες του 𝑓(𝑎0)ως προς τοΠℱ . Συνδυάζοντας τα παραπάνω βλέπουμε ότι ο πίνακας της γραμμικής
απεικόνισης ̂𝑓 ∶ �̂� → �̂� ως προς τις βάσειςℬ2(Πℰ ) καιℬ2(Πℱ ) είναι της ζητούμενης μορφής.

Ορισμός 4.2. Ας είναι ℰ ,ℱ ομοπαραλληλικοί χώροι και 𝑓 ∶ ℰ → ℱ μία ομοπαραλληλική απεικόνιση. Η
γραμμική απεικόνιση ̂𝑓 ∶ �̂� → �̂� καλείται γραμμικοποίηση ή ομογενοποίηση της 𝑓.
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Παράδειγμα 4.5. Ας είναι 𝑓 ∶ 𝔸𝑛 →𝔸𝑚 μία ομοπαραλληλική απεικόνιση. Τότε, σύμφωνα με τοΠαράδειγμα
3.4, υπάρχουν 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑚×𝑛(ℝ) και 𝑏 = (𝑏1, … , 𝑏𝑚) ∈ 𝔸𝑚 έτσι, ώστε να ισχύει 𝑓(𝑥) = 𝐴𝑥 + 𝑏, για
κάθε 𝑥 ∈ 𝔸𝑛. Η προσαρτημένη γραμμική απεικόνιση στη 𝑓 είναι η γραμμική απεικόνιση 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚

με 𝑓(𝑥) = 𝐴𝑥, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ𝑛. Ας είναι Π𝑛 το ομοπαραλληλικό πλαίσιο του 𝔸𝑛 που αποτελείται από τα
σημεία 𝑂𝑛 = (0,… , 0), 𝐸𝑛1 = (1, 0, … , 0), … , 𝐸𝑛𝑛 = (0,… , 0, 1) και Π𝑚 το ομοπαραλληλικό πλαίσιο του 𝔸𝑚

που αποτελείται από τα σημεία 𝑂𝑚 = (0,… , 0), 𝐸𝑚1 = (1, 0, … , 0), … , 𝐸𝑚𝑚 = (0,… , 0, 1). Ο πίνακας 𝐴 είναι
ο πίνακας της γραμμικής απεικόνισης 𝑓 ως προς τις βάσεις (𝑂𝑛𝐸𝑛1 , … , 𝑂𝑛𝐸𝑛𝑛) του ℝ𝑛 και ( 𝑂𝑚𝐸𝑚1 , … , 𝑂𝑚𝐸𝑚𝑚)
του ℝ𝑚. Eπίσης, έχουμε 𝑓(𝑂𝑛) = 𝑏. Επομένως, από το Πόρισμα 4.4, έπεται ότι ο πίνακας της γραμμικής
απεικόνισης ̂𝑓 ∶ 𝔸𝑛 → 𝔸𝑚 ως προς τις βάσειςℬ2(Π𝑛) καιℬ2(Π𝑚) είναι ο πίνακας

𝒜 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼1,1 … 𝛼1,𝑚 𝑏1
⋮ ⋱ ⋮ ⋮

𝛼𝑛,1 … 𝛼𝑛,𝑚 𝑏𝑚
0 … 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

4.4 Ασκήσεις-Εργασίες

Ασκήσεις

4.4.1 Θεωρούμε τονομοπαραλληλικό χώρο (𝒫 ,ℝ2, +) τουΠαραδείγματος1.5.Ναπεριγραφούν ταστοιχεία
του διανυσματικού χώρου �̂� και να δοθεί μία βάση του.

4.4.2 Θεωρούμε τον ομοπαραλληλικό χώρο (𝒫𝑛,1,𝒫𝑛,0, +) του Παραδείγματος 1.6. Να περιγραφούν τα
στοιχεία του διανυσματικού χώρου 𝒫𝑛,1 και να βρεθεί μία βάση του.

4.4.3 Θεωρούμε τον ομοπαραλληλικό χώρο (𝒫 ,ℝ2, +) τουΠαραδείγματος 1.5 και την απεικόνιση𝑓 ∶ 𝒫 →
𝔸2 η οποία ορίζεται από τη σχέση

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (2𝑥1 − 2𝑥2 + 1, 𝑥1 − 3𝑥2 + 1), για κάθε (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝒫.

Να κατασκευαστεί η γραμμική απεικόνιση ̂𝑓 ∶ �̂� → 𝔸2.

4.4.4 Ας είναι (ℰ𝑖, ℰ⃗𝑖, +𝑖) (𝑖 = 1, 2) δύο ομοπαραλληλικοί χώροι και (ℰ , 𝑉, +) ο ομοπαραλληλικός χώρος της
Άσκησης 4 του Κεφαλαίου 1. Να περιγραφούν τα στοιχεία του διανυσματικού χώρου ̂ℰ και να δειχθεί
ότι ̂ℰ ≠ ̂ℰ1 × ̂ℰ2.

4.4.5 Θεωρούμε την ομοπαραλληλική απεικόνιση

𝑓 ∶ 𝔸3 ⟶𝔸3, (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ⟼ (𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 + 1, 2𝑥1 + 𝑥3 + 2, 𝑥2 − 𝑥3 + 3)

και τα ομοπαραλληλικά πλαίσια του𝔸3,

Π1 = (𝐵0, 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3) και Π2 = (𝐶0, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3),

όπου
𝐵0 = (0, 0, 0), 𝐵1 = (1, 1, 0), 𝐵2 = (1, 0, 1), 𝐵3 = (0, 1, 1)

και
𝐶0 = (1, 1, 1), 𝐶1 = (2, 1, 1), 𝐶2 = (1, 2, 1), 𝐶3 = (1, 1, 2).

Ναβρεθεί ο πίνακας της γραμμικής απεικόνισης ̂𝑓 ∶ 𝔸3 → 𝔸3 ωςπρος τις βάσειςℬ2(Π1) καιℬ2(Π2).
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4.4.6 Θεωρούμε την ομοπαραλληλική απεικόνιση

𝑓 ∶ 𝔸3 ⟶𝔸2, (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ⟼ (2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3, 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 + 1)

και τα ομοπαραλληλικά πλαίσια αντίστοιχα των χώρων𝔸3 και του𝔸2,

Π1 = (𝐵0, 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3) και Π2 = (𝐶0, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3),

όπου
𝐵0 = (0, 0, 0), 𝐵1 = (1, 0, 0), 𝐵2 = (1, 1, 0), 𝐵3 = (1, 1, 1)

και
𝐶0 = (0, 0), 𝐶1 = (1, 1), 𝐶2 = (1, −1).

Ναβρεθεί ο πίνακας της γραμμικής απεικόνισης ̂𝑓 ∶ 𝔸3 → 𝔸2 ωςπρος τις βάσειςℬ1(Π1) καιℬ1(Π2).

4.4.7 Θεωρούμε τον ομοπαραλληλικό χώρο (𝒫3,1,𝒫3,0, +) τουΠαραδείγματος 1.6. Τα πολυώνυμα 𝑓𝑖 = (𝑖+
1)𝑥𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2, 3)αποτελούν ένα ομοπαραλληλικόπλαίσιοΠ1 του χώρου𝒫3,1. Ας είναι𝐹 ∶ 𝒫3,1 →𝔸2

η μοναδική ομοπαραλληλική απεικόνιση με 𝐹(𝑓𝑖) = (𝑖, 𝑖) (𝑖 = 0, 1, 2, 3) και Π2 το ομοπαραλληλικό
πλαίσιο του 𝔸2 το οποίο αποτελείται από τα σημεία (0, 0), (1, 0) και (1, 1). Να βρεθεί ο πίνακας της
γραμμικοποίησης της �̂� ως προς τις βάσειςℬ2(Π1) καιℬ1(Π2).
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Σύνοψη
Στο κεφάλαιο αυτό εισάγονται οι πολυομοπαραλληλικές απεικονίσεις και οι πολικές τους μορφές. Παρουσιά-
ζονται βασικά αποτελέσματα επί αυτών καθώς και η γραμμικοποίησή τους. Σχετικές αναφορές για αυτά τα
θέματα ο αναγνώστης μπορεί να βρεί στα συγγράμματα τα οποία παρατίθενται στο τέλος του κεφαλαίου.

5.1 Πολυγραμμικές και Πολυομοπαραλληλικές Απεικονίσεις

Σ’ αυτή την ενότητα εισάγουμε τις πολυομοπαραλληλικές απεικονίσεις και δίνουμε μία γενίκευση της Πρό-
τασης 3.1.

Ορισμός5.1. Ας είναι𝐸και𝐹σύνολα.Μίααπεικόνιση𝑓 ∶ 𝐸𝑚 → 𝐹 καλείταισυμμετρική,ανγιακάθεμετάθεση
𝜎 του {1, … ,𝑚} και (𝑥1, … , 𝑥𝑚) ∈ 𝐸𝑚 ισχύει:

𝑓(𝑥𝜎(1), … , 𝑥𝜎(𝑚)) = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚).

Παράδειγμα 5.1. Θεωρούμε τις απεικονίσεις 𝜎𝑛𝑘 ∶ ℝ𝑛 → ℝ (𝑘 = 0,… , 𝑛) με

𝜎𝑛𝑘 (𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 
1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑛

𝑥𝑖1 ⋯𝑥𝑖𝑘 , για κάθε (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛.

Πιο απλά, έχουμε:

𝜎0(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 1,
𝜎1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛,
𝜎2(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑥1𝑥2 +⋯+ 𝑥1𝑥𝑛 + 𝑥2𝑥3 +⋯+ 𝑥𝑛−1𝑥𝑛,

… … … …
𝜎𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑥1⋯𝑥𝑛

Δόσπρα Π. και Πουλάκης Δ. (2022). «Ομοπαραλληλικοί Χώροι και ΓεωμετρικήΜοντελοποίηση».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. https://www.kallipos.gr/images/kalliposplus/A4/XelatexGuide.pdf
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Οι απεικονίσεις 𝜎𝑘 είναι προφανώς συμμετρικές και καλούνται στοιχειώδεις συμμετρικές απεικονίσεις.

Ορισμός 5.2. Ας είναι𝑉1, … , 𝑉𝑚,𝑊 πραγματικοί διανυσματικοί χώροι.Μία απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝑉1×⋯×𝑉𝑚 →
𝑊 καλείται πολυγραμμική ή πιο συγκεκριμένα 𝑚-γραμμική, αν για κάθε 𝑖 ∈ {1, … ,𝑚} και 𝑥𝑗 ∈ 𝑉𝑗, με 𝑗 ∈
{1, … , 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, … ,𝑚}, η απεικόνιση που ορίζεται από τη σχέση

𝑓𝑖(𝑥) = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, 𝑥, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑚), για κάθε 𝑥 ∈ 𝑉𝑖,

είναι γραμμική.

Παράδειγμα 5.2. Η απεικόνισηΦ ∶ ℝ2 × ℝ2 → ℝ η οποία ορίζεται από τη σχέση

Φ((𝑥1, 𝑥2), (𝑦1, 𝑦2)) = 3𝑥1𝑦1 − 2(𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1) + 6𝑥2𝑦2,

για κάθε (𝑥1, 𝑥2), (𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ2, είναι μία συμμετρική 2-γραμμική απεικόνιση.

Παράδειγμα 5.3. Οι συμμετρικές πολυγραμμικές απεικονίσεις 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ είναι της μορφής

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑎𝑥1⋯𝑥𝑛, για κάθε (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛,

όπου 𝑎 ∈ ℝ. Πράγματι, για 𝑛 = 1, είναι γνωστό ότι μία απεικόνιση 𝑓 ∶ ℝ → ℝ είναι γραμμική, αν και μόνον
αν, υπάρχει 𝑎 ∈ ℝ έτσι, ώστε 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. Ας υποθέσουμε ότι κάθε συμμετρική πολυγραμ-
μική απεικόνιση από το ℝ𝑛−1 στο ℝ είναι της παραπάνω μορφής. Θεωρούμε μία συμμετρική πολυγραμμική
απεικόνιση 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ. Τότε, για σταθερό 𝑥𝑛 ∈ ℝ, η αντιστοιχία

(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1) ↦ 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)

ορίζει μία πολυγραμμική απεικόνιση από τοℝ𝑛−1 στοℝ. Έτσι, σύμφωνα με την υπόθεση της επαγωγής, υπάρ-
χει 𝑎(𝑥𝑛) ∈ ℝ έτσι, ώστε για κάθε (𝑥1, … , 𝑥𝑛−1) ∈ ℝ𝑛−1 να έχουμε:

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) = 𝑎(𝑥𝑛)𝑥1⋯𝑥𝑛−1.

Επίσης, για σταθερά 𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, η αντιστοιχία 𝑥𝑛 ↦ 𝑎(𝑥𝑛)𝑥1⋯𝑥𝑛−1 ορίζει μία γραμμική απεικόνιση. ’ρα,
υπάρχει 𝛼 ∈ ℝ έτσι, ώστε να ισχύει 𝑎(𝑥𝑛) = 𝛼𝑥𝑛. Επομένως, έχουμε:

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝛼𝑥1⋯𝑥𝑛, για κάθε (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛.

Τέλος, παρατηρούμε ότι μία τέτοια απεικόνιση είναι συμμετρική.

Παράδειγμα 5.4. Ας είναι ℝ2[𝑥] ο διανυσματικός χώρος των πολυωνύμων με πραγματικούς συντελεστές
βαθμού ≤ 2. Ορίζουμε την απεικόνισηΨ ∶ ℝ2[𝑥] × ℝ2[𝑥] → ℝ2[𝑥] ως εξής:

Ψ(𝑃,𝑄) = 
1

0
𝑃(𝑡)𝑄(𝑡) 𝑑𝑡,

για κάθε 𝑃,𝑄 ∈ ℝ2[𝑥]. HΨ είναι μία συμμετρική διγραμμική απεικόνιση.

Ορισμός 5.3. Ας είναι Ε1, … , Ε𝑚, Ε ομοπαραλληλικοί χώροι.Μία απεικόνιση 𝑓 ∶ Ε1×⋯×Ε𝑚 → Ε καλείται
πολυομοπαραλληλική ή πιο συγκεκριμένα 𝑚-ομοπαραλληλική, αν για κάθε 𝑖 ∈ {1, … ,𝑚} και 𝑎𝑗 ∈ ℰ𝑗, με 𝑗 ∈
{1, … , 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, … ,𝑚}, η απεικόνιση 𝑓𝑖 η οποία ορίζεται από τη σχέση

𝑓𝑖(𝑎) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖−1, 𝑎, 𝑎𝑖+1, … , 𝑎𝑚), για κάθε 𝑎 ∈ Ε𝑖,

είναι ομοπαραλληλική.
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Παρατηρούμε αμέσως ότι κάθε πολυγραμμική απεικόνιση είναι πολυομοπαραλληλική απεικόνιση.

Παράδειγμα 5.5. Θεωρούμε την απεικόνιση

𝑓 ∶ 𝔸2 ⟶𝔸, (𝑥1, 𝑥2) ⟼ 𝑥1𝑥2 + 2𝑥2 + 1.

Ας είναι 𝑎 ∈ 𝔸. Τότε, έχουμε την απεικόνιση 𝑓1 ∶ 𝔸⟶𝔸 η οποία ορίζεται από τη σχέση

𝑓1(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑥𝑎 + 2𝑎 + 1, για κάθε 𝑥 ∈ 𝔸.

Η αντιστοιχία 𝑥 ↦ 𝑎𝑥 ορίζει μία γραμμική απεικόνιση και επομένως η 𝑓1 είναι μία ομοπαραλληλική απεικό-
νιση. Ομοίως, η απεικόνιση 𝑓2 ∶ 𝔸⟶𝔸 η οποία ορίζεται από τη σχέση

𝑓2(𝑥) = 𝑓(𝑎, 𝑥) = 𝑎𝑥 + 2𝑥 + 1, για κάθε 𝑥 ∈ 𝔸

είναι μία ομοπαραλληλικήαπεικόνιση.Συνεπώς, η𝑓 είναι 2-ομοπαραλληλικήαπεικόνιση.Τέλος, παρατηρούμε
ότι η απεικόνιση 𝑓 δεν είναι συμμετρική.

Παράδειγμα 5.6. Η απεικόνιση

𝑓 ∶ 𝔸2 ⟶𝔸, (𝑥1, 𝑥2) ⟼ 𝑎𝑥1𝑥2 + 𝑏(𝑥1 + 𝑥2) + 𝑐,

όπου 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ, είναι συμμετρική και 2-ομοπαραλληλική.

Παράδειγμα 5.7. Οι στοιχειώδεις συμμετρικές απεικονίσεις 𝜎𝑘 ∶ ℝ𝑛 → ℝ (𝑘 = 0,… , 𝑛) είναι πολυομοπα-
ραλληλικές απεικονίσεις.

Παράδειγμα 5.8. Ας είναι Ε1, … , Ε𝑚 ομοπαραλληλικοί χώροι και ℰ πραγματικός διανυσματικός χώρος. Θε-
ωρούμε 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ και τις πολυομοπαραλληλικές απεικονίσεις 𝑓, 𝑔 ∶ Ε1 × ⋯ × Ε𝑚 → ℰ . Τότε, έχουμε
την απεικόνιση 𝑎𝑓 + 𝑏𝑔 την οποία ορίσαμε στο Παράδειγμα 3.2. Για κάθε 𝑖 ∈ {1, … ,𝑚} και 𝑎𝑗 ∈ ℰ𝑗, με
𝑗 ∈ {1, … , 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, … ,𝑚}, οι απεικονίσεις 𝑓𝑖, 𝑔𝑖 οι οποίες ορίζονται από τις σχέσεις

𝑓𝑖(𝑥) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖−1, 𝑥, 𝑎𝑖+1, … , 𝑎𝑚)

και
𝑔𝑖(𝑥) = 𝑔(𝑎1, … , 𝑎𝑖−1, 𝑥, 𝑎𝑖+1, … , 𝑎𝑚),

για κάθε 𝑥 ∈ Ε𝑖, είναι ομοπαραλληλικές. Έτσι, από το Παράδειγμα 3.2, έχουμε ότι οι απεικονίσεις 𝑎𝑓𝑖 + 𝑏𝑔𝑖
(𝑖 = 1, … ,𝑚) είναι ομοπαραλληλικές. Συνεπώς, η απεικόνιση 𝑎𝑓 + 𝑏𝑔 είναι πολυομοπαραλληλική.

Ας είναι Ε ομοπαραλληλικός χώρος, ℱ πραγματικός διανυσματικός χώρος και 𝑓 ∶ ℰ 𝑚 → ℱ είναι μία
𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση. Για κάθε (𝑣1, … , 𝑣𝑚) ∈ �⃗� και 𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑚) ∈ 𝐸𝑚 θέτουμε:

Δ�⃗�𝑖𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖 + �⃗�𝑖, 𝑎𝑖+1, … , 𝑎𝑚) − 𝑓(𝑎) (𝑖 = 1, … ,𝑚).

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι ισχύει:

Δ𝑣𝑘+1 ⋯Δ�⃗�1𝑓(𝑎) =
Δ𝑣𝑘 ⋯Δ𝑣1𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑘+1 + �⃗�𝑘+1, … , 𝑎𝑚) − Δ𝑣𝑘 ⋯Δ𝑣1𝑓(𝑎)

με 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 − 1. Έτσι, για κάθε 𝑘 = 1,… ,𝑚 ορίζεται η απεικόνιση Δ�⃗�𝑘 ⋯Δ�⃗�1𝑓. Στο παρακάτω λήμμα
αποδεικνύονται δύο ιδιότητές της που θα χρησιμοποιήσουμε στη συνέχεια.
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Λήμμα 5.1. (α) Η απεικόνιση Δ�⃗�𝑘 ⋯Δ�⃗�1𝑓 είναι 𝑘-γραμμική ως προς �⃗�1, … , �⃗�𝑘 και (𝑚 − 𝑘)-ομοπαραλληλική ως
προς 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑛.
(β) Ισχύει:

Δ�⃗�𝑚 ⋯Δ�⃗�1𝑓(𝑎) =
𝑚

𝑘=0
(−1)𝑚−𝑘 

1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑚
𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖1 + �⃗�𝑖1 , … , 𝑎𝑖𝑘 + �⃗�𝑖𝑘 , … , 𝑎𝑚).

Απόδειξη. (α) Θα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή επί του 𝑘. Θεωρούμε την απεικόνιση

Δ�⃗�1𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑎1 + �⃗�1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚) − 𝑓(𝑎).

Καθώς η 𝑓 είναι𝑚-ομοπαραλληλική, ισχύει:

𝑓(𝑎1 + �⃗�1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚) = 𝑓(𝑎) + 𝑓1(�⃗�1)

και επομένωςΔ�⃗�1𝑓(𝑎) = 𝑓1(�⃗�1). ’ρα, ηΔ�⃗�1𝑓(𝑎) είναι γραμμική ως προς �⃗�1. Επίσης, αν (𝑏𝑖, 𝜆𝑖) (𝑖 = 0,… , 𝑠) είναι
βεβαρημένα σημεία του 𝐸 με 𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑠 = 1, τότε έχουμε:

𝑓(𝑎1 + �⃗�1,
𝑠

𝑖=0

𝜆𝑖𝑏𝑖, 𝑎3, … , 𝑎𝑚) − 𝑓(𝑎1,
𝑠

𝑖=0

𝜆𝑖𝑏𝑖, 𝑎3, … , 𝑎𝑚) =

𝑠

𝑖=0

𝜆𝑖(𝑓(𝑎1 + �⃗�1, 𝑏𝑖, 𝑎3, … , 𝑎𝑚) − 𝑓(𝑎1, 𝑏𝑖, 𝑎3, … , 𝑎𝑚)).

Επομένως, η Δ�⃗�1𝑓(𝑎) είναι ομοπαραλληλική ως προς 𝑎2. Ομοίως αποδεικνύεται ότι είναι ομοπαραλληλική ως
προς 𝑎3, … , 𝑎𝑚.

Υποθέτουμεστησυνέχειαότι ηΔ𝑣𝑘+1 ⋯Δ𝑣1𝑓(𝑎) είναι γραμμικήωςπρος �⃗�1, … , �⃗�𝑘 και (𝑚−𝑘)-ομοπαραλληλική
ως προς 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑚. Επειδή η Δ𝑣𝑘+1 ⋯Δ𝑣1𝑓(𝑎) είναι ομοπαραλληλική ως προς 𝑎𝑘+1, συνεπάγεται ότι η απει-
κόνιση

Δ𝑣𝑘+1 ⋯Δ𝑣1𝑓(𝑎) =
Δ𝑣𝑘 ⋯Δ�⃗�1𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑘+1 + �⃗�𝑘+1, … , 𝑎𝑚) − Δ𝑣𝑘 ⋯Δ𝑣1𝑓(𝑎)

είναι γραμμική ως προς �⃗�𝑘+1. Καθώς όμως η Δ𝑣𝑘+1 ⋯Δ𝑣1𝑓 είναι διαφορά δύο γραμμικών απεικονίσεων ως
προς �⃗�1, … , �⃗�𝑘, είναι γραμμική και ως προς �⃗�1, … , �⃗�𝑘. Τέλος, εργαζόμενοι όπως και στην περίπτωση 𝑘 = 1,
βλέπουμε ότι η Δ𝑣𝑘+1 ⋯Δ𝑣1𝑓 είναι ομοπαραλληλική ως προς 𝑎𝑘+2, … , 𝑎𝑚.

(β) Έχουμε:
Δ�⃗�1𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑎1 + �⃗�1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚) − 𝑓(𝑎)

και

Δ�⃗�2Δ�⃗�1𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑎1 + �⃗�1, 𝑎2 + �⃗�2, 𝑎3, … , 𝑎𝑚)−
𝑓(𝑎1 + �⃗�1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚) − 𝑓(𝑎1, 𝑎2 + �⃗�2, 𝑎3… , 𝑎𝑚) + 𝑓(𝑎).

Συμβολίζουμε με𝐴𝑖1,…,𝑖𝑘 το στοιχείο τουℰ
𝑚 τα οποία στη 𝑖𝑗-θέση έχουν το στοιχείο 𝑎𝑗 + �⃗�𝑖𝑗 και στη 𝑠-θέση

με 𝑠 ∉ {𝑖1, … , 𝑖𝑘} το στοιχείο 𝑎𝑠. Υποθέτουμε ότι ισχύει:

Δ�⃗�𝑙 ⋯Δ�⃗�1𝑓(𝑎) =
𝑙

𝑘=0
(−1)𝑙−𝑘 

1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑙
𝑓(𝐴𝑖1,…,𝑖𝑘).
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Έχουμε:

Δ�⃗�𝑙+1 ⋯Δ�⃗�1𝑓(𝑎) =
Δ�⃗�𝑙 ⋯Δ�⃗�1𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑙, 𝑎𝑙+1 + �⃗�𝑙+1, 𝑎𝑙+2, … , 𝑎𝑚) − Δ�⃗�𝑙 ⋯Δ�⃗�1𝑓(𝑎)

Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες ισότητες, παίρνουμε:

Δ�⃗�𝑙+1 ⋯Δ�⃗�1𝑓(𝑎) =
𝑙

𝑘=0
(−1)𝑙−𝑘 

1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑙
𝑓(𝐴𝑖1,…,𝑖𝑘,𝑙+1)+

𝑙

𝑘=0
(−1)𝑙−𝑘+1 

1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑙
𝑓(𝐴𝑖1,…,𝑖𝑘).

Έτσι, παίρνουμε:

Δ�⃗�𝑙+1 ⋯Δ�⃗�1𝑓(𝑎) =
𝑙+1

𝑘=0
(−1)𝑙+1−𝑘 

1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑙+1
𝑓(𝐴𝑖1,…,𝑖𝑘).

Οπότε, για 𝑙 = 𝑚 έχουμε το ζητούμενο.

Στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε το Λήμμα 5.1 για να αποδείξουμε το παρακάτω αποτέλεσμα. Υπενθυ-
μίζουμε ότι για κάθε θετικό ακέραιο 𝑛, ορίζουμε


𝑛
𝑖  =

𝑛!
𝑖!(𝑛 − 𝑖)!

αν 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛 και 0 διαφορετικά.

Θεώρημα 5.1. Ας είναι ℰ και ℱ ομοπαραλληλικοί χώροι, 𝑚 θετικός ακέραιος και Σ𝑚 = {1, … ,𝑚}. Αν 𝑓 ∶
ℰ 𝑚 → ℱ είναι μία 𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση, τότε υπάρχουν 2𝑚 − 1 μοναδικώς ορισμένες πολυγραμμικές
απεικονίσεις 𝑓𝑆 ∶ ℰ⃗ 𝑘 → ℱ⃗ , όπου∅ ≠ 𝑆 ⊆ Σ𝑚, 𝑘 = |𝑆|, ώστε να ισχύει:

𝑓(𝑎1 + �⃗�1, … , 𝑎𝑚 + �⃗�𝑚) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) + 
𝑆⊆Σ𝑚, |𝑆|=𝑘≥1
𝑆={𝑖1,…,𝑖𝑘}

𝑓𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘),

για κάθε 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ ℰ και �⃗�1, … , �⃗�𝑚 ∈ ℰ⃗ . Αντιστρόφως, κάθε τέτοια απεικόνιση είναι𝑚-ομοπαραλληλική.

Απόδειξη. Πρώτα θα δείξουμε ότι η απόδειξη της πρότασης ανάγεται στην περίπτωση όπου η 𝑓 είναι γραμ-
μική. Παίρνουμε 𝑏 ∈ 𝐹 και ορίζουμε

ℎ ∶ 𝐸𝑚 ⟶ �⃗�, 𝑎⟼ 𝑏𝑓(𝑎).

Έτσι, έχουμε 𝑓(𝑎) = 𝑏 + ℎ(𝑎). Θα δείξουμε ότι η ℎ είναι𝑚-ομοπαραλληλική. Πράγματι, για κάθε 𝑖 ∈ {1, … ,𝑚}
και 𝑎1, … , 𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖+1, … , 𝑎𝑚 ∈ 𝐸 ορίζουμε τις απεικονίσεις

𝑓𝑖 ∶ 𝐸⟶ 𝐹, 𝑥⟼ 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖−1, 𝑥, 𝑎𝑖+1, … , 𝑎𝑚)

και
ℎ𝑖 ∶ 𝐸⟶ �⃗�, 𝑥⟼ ℎ(𝑎1, … , 𝑎𝑖−1, 𝑥, 𝑎𝑖+1, … , 𝑎𝑚).

Καθώς η 𝑓 είναι𝑚-ομοπαραλληλική, για 𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑚) και �⃗� ∈ �⃗� έχουμε:

ℎ𝑖(𝑎𝑖 + �⃗�) = ℎ(𝑎1, … , 𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖 + �⃗�, 𝑎𝑖+1, … , 𝑎𝑛)
= ⃗𝑏𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖 + �⃗�, 𝑎𝑖+1, … , 𝑎𝑛)

= ⃗𝑏(𝑓(𝑎) + 𝑓𝑖(�⃗�)).
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Από την άλλη πλευρά, ισχύει:

𝑏 + ⃗𝑏(𝑓(𝑎) + 𝑓𝑖(�⃗�)) = 𝑓(𝑎) + 𝑓𝑖(�⃗�),

απ’ όπου έχουμε:
𝑏𝑓(𝑎) = ⃗𝑏(𝑓(𝑎) + 𝑓𝑖(�⃗�)) − 𝑓𝑖(�⃗�).

Έτσι, παίρνουμε:
ℎ𝑖(𝑎𝑖 + �⃗�) = 𝑏𝑓(𝑎) + 𝑓𝑖(�⃗�) = ℎ𝑖(𝑎) + 𝑓𝑖(�⃗�).

’ρα, η ℎ𝑖 είναι ομοπαραλληλική απεικόνιση με αντίστοιχη γραμμική απεικόνιση την 𝑓𝑖, και κατά συνέπεια η
απεικόνιση ℎ είναι𝑚-ομοπαραλληλική.

Στησυνέχεια υποθέτουμε ότι τοℱ είναι πραγματικός διανυσματικός χώρος.Ας είναι 𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑚) ∈ ℰ 𝑚

και �⃗�1, … , �⃗�𝑚 ∈ ℰ⃗ . Από το Λήμμα 5.1 έπεται ότι η απεικόνιση Δ�⃗�𝑚 ⋯Δ�⃗�1𝑓(𝑎) είναι 𝑚-γραμμική απεικόνιση
και ισχύει:

𝑓(𝑎1 + �⃗�1, … , 𝑎𝑚 + �⃗�𝑚) = Δ�⃗�𝑚 ⋯Δ�⃗�1𝑓(𝑎)+

𝑚−1

𝑘=0
(−1)𝑚−𝑘−1 

1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑚
𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖1 + �⃗�𝑖1 , … , 𝑎𝑖𝑘 + �⃗�𝑖𝑘 , … , 𝑎𝑚).

Για 𝑚 = 1, η πρόταση αληθεύει. Υποθέτουμε ότι ισχύει για κάθε ακέραιο 𝑘 με 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 − 1. Κάθε όρος
𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖1 + �⃗�𝑖1 , … , 𝑎𝑖𝑘 + �⃗�𝑖𝑘 , … , 𝑎𝑚) του παραπάνω αθροίσματος περιέχει το πολύ𝑚− 1 από τα �⃗�1, … , �⃗�𝑚 και
επομένως μπορούμε να εφαρμόσουμε την υπόθεση της επαγωγής. Έτσι, έχουμε:

𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖1 + �⃗�𝑖1 , … , 𝑎𝑖𝑘 + �⃗�𝑖𝑘 , … , 𝑎𝑚) =

𝑓(𝑎) + 
𝑆⊆{𝑖1,…,𝑖𝑘}, |𝑆|=𝑙≥1
𝑆={𝑗(𝑖1),…,𝑗(𝑖𝑙)}

𝑓𝑆(�⃗�𝑗(𝑖1), … , �⃗�𝑗(𝑖𝑙)),

όπου 𝑓𝑆 είναι πολυγραμμικές απεικονίσεις. Παρατηρούμε ότι το πλήθος των 𝑙-γραμμικών απεικονίσεων 𝑓𝑆
είναι 2𝑘 − 1. Συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω ισότητες, προκύπτει:

𝑓(𝑎1 + �⃗�1, … , 𝑎𝑚 + �⃗�𝑚) = Δ�⃗�𝑚 ⋯Δ�⃗�1𝑓(𝑎)+

𝑚−1

𝑘=0
(−1)𝑚−𝑘−1 

1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑚

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑓(𝑎) + 

𝑆⊆{𝑖1,…,𝑖𝑘}, |𝑆|=𝑙≥1
𝑆={𝑗(𝑖1),…,𝑗(𝑖𝑙)}

𝑓𝑆(�⃗�𝑗(𝑖1), … , �⃗�𝑗(𝑖𝑙))

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Έχουμε:

𝑚−1

𝑘=0
(−1)𝑚−𝑘−1 

1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑚
1 =

𝑚−1

𝑘=0
(−1)𝑚−𝑘−1 

𝑚
𝑘 

= −
𝑚−1

𝑘=0
(−1)𝑚−𝑘 

𝑚
𝑘  − 1 + 1

= −(1 − 1)𝑚 + 1
= 1.

Έτσι, παίρνουμε:
𝑓(𝑎1 + �⃗�1, … , 𝑎𝑚 + �⃗�𝑚) = 𝑓(𝑎) + 

𝑆⊆Σ𝑚, |𝑆|=𝑘≥1
𝑆={𝑖1,…,𝑖𝑘}

𝐹𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘),
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όπου 𝐹𝑆 ∶ ℰ⃗ 𝑘 →ℱ , είναι πολυγραμμικές απεικονίσεις. Ας σημειωθεί ότι 𝐹Σ𝑚 = Δ�⃗�𝑚 ⋯Δ�⃗�1𝑓(𝑎).

Το πλήθος των 1-γραμμικών απεικονίσεων είναι 
𝑚
1 , το πλήθος των 2-γραμμικών απεικονίσεων είναι 

𝑚
2,

… , των (𝑚 − 1)-γραμμικών απεικονίσεων 
𝑚

𝑚 − 1. Έτσι, έχουμε


𝑚
1  +⋯ + 

𝑚
𝑚 − 1 + 1 − 1 = 2

𝑚 − 1

πολυγραμμικές απεικονίσεις.
Τέλος, θα δείξουμε με επαγωγή επί του 𝑚 ότι οι παραπάνω πολυγραμμικές απεικονίσεις είναι μοναδικώς

ορισμένες. Ας είναι |𝑆| = 1. Για 𝑆 = {𝑖}, για κάθε 𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) και �⃗�𝑖 ∈ �⃗� έχουμε:

𝐹{𝑖}(�⃗�𝑖) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖 + �⃗�𝑖, 𝑎𝑖+1, … , 𝑎𝑛) − 𝑓(𝑎).

’ρα, οι γραμμικές απεικονίσεις 𝐹{𝑖} είναι μοναδικά ορισμένες. Υποθέτουμε στη συνέχεια ότι οι απεικονίσεις 𝐹𝑆
με |𝑆| = 𝑘 − 1 είναι μοναδικώς ορισμένες. Στη συνέχεια παίρνουμε 𝑆 = {𝑖1, … , 𝑖𝑘}. Tότε, έχουμε:

𝐹𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖1 + �⃗�𝑖1 , … , 𝑎𝑖𝑘 + �⃗�𝑖𝑘 , … , 𝑎𝑚)−

𝑓(𝑎) − 
T⊂𝑆, |𝑇|=𝑙≥1
𝑇={𝑗(𝑖1),…,𝑗(𝑖𝑙)}

𝐹𝑇(�⃗�𝑗(𝑖1), … , �⃗�𝑗(𝑖𝑙))

και οι απεικονίσεις 𝐹𝑇 είναι μοναδικώς ορισμένες. ’ρα, η απεικόνιση 𝐹𝑆 είναι μοναδικώς ορισμένη.

Πόρισμα 5.1. Ας είναι ℰ καιℱ ομοπαραλληλικοί χώροι,𝑚 θετικός ακέραιος και 𝑓 ∶ ℰ 𝑚 →ℱ μία συμμετρική
𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση. Τότε, υπάρχουν𝑚 μοναδικώς ορισμένες συμμετρικές πολυγραμμικές απεικονίσεις
𝑓𝑘 ∶ ℰ⃗ 𝑘 → ℱ⃗ (𝑘 = 1,… ,𝑚), ώστε να ισχύει:

𝑓(𝑎1 + �⃗�1, … , 𝑎𝑚 + �⃗�𝑚) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) +
𝑚

𝑘=1


𝑖1<…<𝑖𝑘

𝑓𝑘(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘),

για κάθε 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ ℰ και �⃗�1, … , �⃗�𝑚 ∈ ℰ⃗ . Αντιστρόφως, κάθε τέτοια απεικόνιση είναι συμμετρική και 𝑚-
ομοπαραλληλική.

Απόδειξη. Για κάθε 𝑘 ∈ {1, … ,𝑚} και ακολουθίες (𝑖1, … , 𝑖𝑘), (𝑗1, … , 𝑗𝑘) με 𝑖1 < … < 𝑖𝑘 και 𝑗1 < … < 𝑗𝑘 υπάρχει
μετάθεση 𝜋 του {1, … ,𝑚} τέτοια, ώστε 𝜋(𝑖1) = 𝑗1, … , 𝜋(𝑖𝑘) = 𝑗𝑘. Επειδή η 𝑓 είναι συμμετρική, ισχύει:

𝑓(𝑥𝜋(1), … , 𝑥𝜋(𝑚)) = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚), ∀ (𝑥1, … , 𝑥𝑚) ∈ ℰ 𝑚.

Έτσι, από το Θεώρημα 5.1 και πιο συγκεκριμένα από τη μοναδικότητα των απεικονίσεων 𝑓𝑆, έχουμε

𝑓{𝑖1,…,𝑖𝑘} = 𝑓{𝑗1,…,𝑗𝑘}

και επομένως κάθε απεικόνιση 𝑓{𝑖1,…,𝑖𝑘} είναι συμμετρική. Θέτοντας 𝑓𝑘 = 𝑓{𝑖1,…,𝑖𝑘} παίρνουμε:

𝑓(𝑎1 + �⃗�1, … , 𝑎𝑚 + �⃗�𝑚) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) +
𝑚

𝑘=1


𝑆⊆Σ𝑚,

𝑆={𝑖1,…,𝑖𝑘}

𝑓𝑘(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘),

για κάθε 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ ℰ και �⃗�1, … , �⃗�𝑚 ∈ ℰ⃗ .
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Παράδειγμα 5.9. Ας είναι 𝑓 ∶ 𝔸 × 𝔸 → 𝔸 συμμετρική 2-ομοπαραλληλική απεικόνιση. Θεωρούμε το ομο-
παραλληλικό πλαίσιο (0, 1) του𝔸. Τότε, κάθε 𝑥 ∈ 𝔸 γράφεται:

𝑥 = 0 + 𝑥 01 = 0 + 𝑥(1 − 0).

Από το Πόρισμα 5.1 έπεται ότι υπάρχει γραμμική απεικόνιση 𝑓1 ∶ ℝ → ℝ και μία συμμετρική διγραμμική
απεικόνιση 𝑓2 ∶ ℝ2 → ℝ, ώστε για κάθε (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝔸 ×𝔸 να ισχύει:

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓(0, 0) + 𝑓1(𝑥1) + 𝑓1(𝑥2) + 𝑓2(𝑥1, 𝑥2).

Στη συνέχεια, από τοΠαράδειγμα 5.3, έχουμε ότι υπάρχουν 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ με 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎𝑥1𝑥2, 𝑓1(𝑥) = 𝑏𝑥. Τέλος,
θέτοντας 𝑐 = 𝑓(0, 0), παίρνουμε:

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎𝑥1𝑥2 + 𝑏(𝑥1 + 𝑥2) + 𝑐.

Γενικότερα, αν 𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → 𝔸 είναι μία συμμετρική𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση, τότε, συνδυάζοντας το
Πόρισμα 5.1 με το Παράδειγμα 5.3, για κάθε (𝑥1, … , 𝑥𝑚) ∈ 𝔸𝑚 παίρνουμε:

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑓(0, … , 0) +
𝑚

𝑘=1

𝑎𝑘 
𝑖1<…<𝑖𝑘

𝑥𝑖1 , … , 𝑥𝑖𝑘 .

5.2 Πολικές Μορφές

Ας είναι𝒱 και𝒲 πραγματικοί διανυσματικοί χώροι.

Ορισμός 5.4. Μία απεικόνιση 𝜑 ∶ 𝒱 → 𝒲 καλείται ομογενής πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού 𝑚,
αν υπάρχει μία συμμετρική𝑚-γραμμική απεικόνισηΦ ∶ 𝒱 𝑚 →𝒲 τέτοια, ώστε να ισχύει:

𝜑(𝑣) = Φ(𝑣,… , 𝑣), για κάθε 𝑣 ∈ 𝒱 .

HΦ καλείται𝑚-πολική μορφή της 𝜑.

Παρατήρηση 5.1. Ας είναι 𝜑 ∶ 𝒱 → 𝒲 μία ομογενής πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού𝑚 καιΦ η
αντίστοιχη πολική μορφή της. Τότε ισχύει:

𝜑(𝜆𝑥) = 𝜆𝑚𝜑(𝑥), για κάθε 𝜆 ∈ ℝ και 𝑥 ∈ 𝒱 .

Πράγματι, έχουμε:
𝜑(𝜆𝑥) = Φ(𝜆𝑥,… , 𝜆𝑥) = 𝜆𝑚Φ(𝑥,… , 𝑥) = 𝜆𝑚𝜑(𝑥).

Παράδειγμα 5.10. Μία ομογενής πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού 1 δεν είναι παρά μία γραμμική
απεικόνιση.

Παράδειγμα5.11. Από τοΠαράδειγμα 5.3 έχουμε ότι οι συμμετρικές πολυγραμμικές απεικονίσεις𝑓 ∶ ℝ𝑚 →
ℝ είναι της μορφής

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑎𝑥1⋯𝑥𝑚, για κάθε (𝑥1, … , 𝑥𝑚) ∈ ℝ𝑚,

όπου 𝑎 ∈ ℝ.Οπότε, κάθε ομογενής πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού𝑚,𝜑 ∶ ℝ → ℝ είναι της μορφής

𝜑(𝑥) = 𝑎𝑥𝑚, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ.
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Παράδειγμα 5.12. Η απεικόνιση

Φ ∶ (ℝ𝑛)2 ⟶ℝ, ((𝑥1, … , 𝑥𝑛), (𝑦1, … , 𝑦𝑛)) ⟼ 𝑥1𝑦1 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛

είναι μία συμμετρική 2-γραμμική απεικόνιση. ’ρα, η απεικόνιση

𝜑 ∶ ℝ𝑛 → ℝ, (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ⟼ 𝑥21 +⋯+ 𝑥2𝑛

είναι μία ομογενής πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού 2.

Ορισμός 5.5. Καλούμε πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού 𝑚 κάθε απεικόνιση ℎ ∶ 𝒱 → 𝒲 για την
οποία υπάρχουν 𝑚 συμμετρικές 𝑘-γραμμικές απεικονίσεις 𝑓𝑘 ∶ 𝒱 𝑘 → 𝒲 (𝑘 = 1,… ,𝑚) και 𝑓0 ∈ 𝒲 έτσι,
ώστε

ℎ(𝑣) = 𝑓𝑚(𝑣, … , 𝑣) + 𝑓𝑚−1(𝑣, … , 𝑣) +⋯ + 𝑓1(𝑣) + 𝑓0,

για κάθε 𝑣 ∈ 𝒱 .

Παράδειγμα 5.13. Από το Παράδειγμα 5.11 έχουμε ότι κάθε ομογενής πολυωνυμική απεικόνιση πολικού
βαθμού𝑚, 𝜑 ∶ ℝ → ℝ είναι της μορφής 𝜑(𝑥) = 𝑎𝑥𝑚, όπου 𝑎 ∈ ℝ. Έτσι, έχουμε ότι οι πολυωνυμικές απεικο-
νίσεις πολικού βαθμού𝑚, ℎ ∶ ℝ → ℝ, είναι της μορφής

ℎ(𝑥) = 𝑎𝑚𝑥𝑚 +⋯+ 𝑎0, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ,

όπου 𝑎0, … , 𝑎𝑚 ∈ ℝ.

Ας είναι ℎ ∶ 𝒱 → 𝒲 μία πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού𝑚 η οποία ορίζεται από τις συμμετρικές
γραμμικές απεικονίσεις 𝑓𝑘 ∶ 𝒱 𝑘 → 𝒲 (𝑘 = 1,… ,𝑚) και 𝑓0 ∈ 𝒲 . Θεωρούμε την απεικόνιση 𝑔 ∶ 𝒱 𝑚 → 𝒲
η οποία ορίζεται ως εξής:

𝑔(𝑣1, … , 𝑣𝑚) =
𝑚

𝑘=1


𝑚
𝑘 

−1
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 
1≤𝑖1<…<𝑖𝑘≤𝑚

𝑓𝑘(𝑣𝑖1 , … , 𝑣𝑖𝑘)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + 𝑓0.

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι η 𝑔 είναι συμμετρική 𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση. Επίσης, για κάθε 𝑣 ∈ 𝒱
ισχύει:

𝑔(𝑣, … , 𝑣) = 𝑓𝑚(𝑣, … , 𝑣) +⋯ + 𝑓1(𝑣) + 𝑓0 = ℎ(𝑣).

Αντιστρόφως, ας υποθέσουμε ότι η απεικόνιση ℎ ∶ 𝒱 → 𝒲 , ορίζεται από τη σχέση

ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣, … , 𝑣), για κάθε 𝑣 ∈ 𝒱 ,

όπου 𝑓 ∶ 𝒱 𝑚 → 𝒲 είναι μία συμμετρική 𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση. Από το Πόρισμα 5.1 έπεται ότι
υπάρχουν 𝑚 μοναδικώς ορισμένες συμμετρικές πολυγραμμικές απεικονίσεις 𝑓𝑘 ∶ 𝒱 𝑘 → 𝒲 (𝑘 = 1,… ,𝑚),
ώστε να ισχύει:

𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑚) = 𝑓(0, … , 0) +
𝑚

𝑘=1


𝑖1<…<𝑖𝑘

𝑓𝑘(𝑣𝑖1 , … , 𝑣𝑖𝑘),

για κάθε 𝑣1, … , 𝑣𝑚 ∈ 𝒱 . Άρα, για κάθε 𝑣 ∈ 𝒱 , έχουμε:

ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣, … , 𝑣) = 𝑓(0, … , 0) +
𝑚

𝑘=1


𝑚
𝑘  𝑓𝑘(𝑣, … , 𝑣).
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Επομένως, η ℎ είναι μία πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού 𝑚. Έτσι, βλέπουμε ότι μία πολυωνυμική
απεικόνιση πολικού βαθμού 𝑚 μπορεί να οριστεί από μία συμμετρική 𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶
𝒱 𝑚 →𝒲 .

Στην επόμενη πρόταση θα χρησιμοποιήσουμε την ποσότητα


𝑚

𝑘1, … , 𝑘𝑛
 =

𝑚!
𝑘1!⋯ 𝑘𝑛!

,

με 𝑘1 +⋯ + 𝑘𝑛 = 𝑚. Η ποσότητα αυτή είναι το πλήθος των διαφορετικών μεταθέσεων των𝑚 αντικειμένων
όταν 𝑛1 από αυτά είναι ίδια, 𝑛2 από αυτά είναι ίδια, κ.ο.κ.

Πρόταση 5.1. Ας είναι 𝑓 ∶ 𝒱 𝑚 →𝒲 μία συμμετρική𝑚-γραμμική απεικόνιση και {𝑒1, … , 𝑒𝑛} μία βάση του𝒱 .
Αν 𝑣𝑗 = 𝑣1𝑗𝑒1 +⋯+ 𝑣𝑛𝑗𝑒𝑛 (𝑗 = 1, … ,𝑚), τότε έχουμε:

𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑚) =


𝑘1+⋯+𝑘𝑛=𝑚
𝑘1≥0,…,𝑘𝑛≥0

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝


𝐼1∪⋯∪𝐼𝑛={1,…,𝑚}
𝐼𝑖∩𝐼𝑗=∅,𝑖≠𝑗,|𝐼𝑗 |=𝑘𝑗

𝑛

𝑗=1


𝑖𝑗∈𝐼𝑗

𝑣𝑗,𝑖𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑓(𝑒1, … , 𝑒1

𝑘1

, … , 𝑒𝑛, … , 𝑒𝑛
𝑘𝑛

).

Επίσης, η ομογενής πολυωνυμική απεικόνιση ℎ που ορίζεται από την 𝑓 δίνεται από τη σχέση:

ℎ(𝑣) = 
𝑘1+⋯+𝑘𝑛=𝑚
𝑘1≥0,…,𝑘𝑛≥0


𝑚

𝑘1, … , 𝑘𝑛
 𝑣𝑘11 ⋯𝑣𝑘𝑛𝑛 𝑓(𝑒1, … , 𝑒1

𝑘1

, … , 𝑒𝑛, … , 𝑒𝑛
𝑘𝑛

),

για κάθε 𝑣 = 𝑣1𝑒1 +⋯+ 𝑣𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝒱 .

Απόδειξη. Καθώς η απεικόνιση 𝑓 είναι πολυγραμμική, έχουμε:

𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑚) = 
(𝑖1,…,𝑖𝑚)∈{1,…,𝑛}𝑛

𝑣𝑖1,1⋯𝑣𝑖𝑚,𝑚𝑓(𝑒𝑖1 , … , 𝑒𝑖𝑚).

Επίσης, η συμμετρικότητα της 𝑓 δίνει:

𝑓(𝑒𝑖1 , … , 𝑒𝑖𝑚) = 𝑓(𝑒1, … , 𝑒1
𝑘1

, … , 𝑒𝑛, … , 𝑒𝑛
𝑘𝑛

),

για κάποιoυς φυσικούς αριθμούς 𝑘1, … , 𝑘𝑛. Έτσι, μπορούμε να γράψουμε το παραπάνω άθροισμα χρησιμο-
ποιώντας 𝑛-άδες (𝑘1, … , 𝑘𝑛) ∈ ℕ𝑛 με 𝑘1 + ⋯ + 𝑘𝑛 = 𝑚 και σύνολα Ι1, … , 𝐼𝑛 ξένα μεταξύ τους ανά δύο με
|𝐼𝑗| = 𝑘𝑗 και Ι1 ∪ ⋯ ∪ 𝐼𝑛 = {1, … ,𝑚} ώστε το 𝐼𝑗 ν’ αντιστοιχεί στο 𝑒𝑗. Έτσι, προκύπτει η πρώτη ισότητα της
πρότασης.

Για τον υπολογισμό του ℎ(𝑣) = 𝑓(𝑣, … , 𝑣) θεωρούμε το ίδιο γινόμενο 𝑣𝑘11 ⋯𝑣𝑘𝑛𝑛 τόσες φορές όσες είναι το
πλήθος των τρόπων επιλογής 𝑛 ξένων ανά δύο συνόλων Ι1, … , 𝐼𝑛 με |𝐼𝑗| = 𝑘𝑗 και Ι1 ∪⋯ ∪ 𝐼𝑛 = {1, … ,𝑚} το
οποίο ισούται με


𝑚

𝑘1, … , 𝑘𝑛
 .

Έτσι, παίρνουμε τη δεύτερη ισότητα της πρότασης.

Ας είναι ℰ ,ℱ ομοπαραλληλικοί χώροι και ℎ ∶ ℰ → ℱ μία απεικόνιση.
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Ορισμός 5.6. Η ℎ καλείται ομοπαραλληλική πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού 𝑚, αν υπάρχει μία συμ-
μετρική𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ ℰ 𝑚 →ℱ έτσι, ώστε

ℎ(𝑎) = 𝑓(𝑎, … , 𝑎),

για κάθε 𝑎 ∈ ℰ . H 𝑓 καλείται𝑚-πολική μορφή της ℎ.

Παρατηρούμε αμέσως ότι οι πολυωνυμικές απεικονίσεις πολικού βαθμού𝑚 είναι ομοπαραλληλικές πολυω-
νυμικές απεικονίσεις πολικού βαθμού𝑚.

Παράδειγμα 5.14. Ας είναι 𝑎0, … , 𝑎𝑚 ∈ ℝ με 𝑎𝑚 ≠ 0. Θεωρούμε την απεικόνιση ℎ ∶ ℝ ⟶ ℝ η οποία
ορίζεται από τη σχέση

ℎ(𝑥) =
𝑚

𝑘=0

𝑎𝑘𝑥𝑘, για κάθε 𝑥 ∈ 𝔸.

Από το Παράδειγμα 5.13 έχουμε ότι η ℎ είναι πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού 𝑚. Επομένως, η ℎ
είναι ομοπαραλληλική πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού𝑚.

Παράδειγμα 5.15. Η απεικόνιση

𝑓 ∶ 𝔸4 ⟶𝔸, (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤)⟼ 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑥𝑤 + 𝑦𝑧 + 𝑦𝑤 + 𝑧𝑤

είναι 4-ομοπαραλληλική. Επομένως, η απεικόνιση

ℎ ∶ 𝔸⟶𝔸, 𝑥⟼ 6𝑥2

είναι ομοπαραλληλική πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού 4 με αντίστοιχη πολική μορφή την 𝑓.

Συνδυάζοντας το Πόρισμα 5.1 και την Πρόταση 5.1 παίρνουμε το εξής αποτέλεσμα:

Πρόταση 5.2. Ας είναι ℰ , ℱ ομοπαραλληλικοί χώροι και 𝑓 ∶ ℰ 𝑚 → ℱ μία συμμετρική 𝑚-ομοπαραλληλική
απεικόνιση. Αν {⃗𝑒1, … , �⃗�𝑛} είναι μία βάση του ℰ⃗ , τότε για κάθε �⃗�𝑗 = 𝑣1𝑗𝑒1 +⋯ + 𝑣𝑛𝑗𝑒𝑛 και 𝑎𝑗 ∈ ℰ (𝑗 = 1, … ,𝑚)
έχουμε:

𝑓(𝑎1 + �⃗�1, … , 𝑎𝑚 + �⃗�𝑚) = 𝑏+

𝑚

𝑝=1


1≤𝑖1<…<𝑖𝑝≤𝑚


𝑘1+⋯+𝑘𝑛=𝑝
𝑘1≥0,…,𝑘𝑛≥0

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝


𝐼1∪⋯∪𝐼𝑛={𝑖1,…,𝑖𝑝}
𝐼𝑘∩𝐼𝑙=∅,𝑘≠𝑙,|𝐼𝑗 |=𝑘𝑗

𝑛

𝑗=1


𝑠𝑗∈𝐼𝑗

𝑣𝑗,𝑠𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�⃗�𝑘1,…,𝑘𝑛 ,

για κάποιο 𝑏 ∈ ℱ και �⃗�𝑘1,…,𝑘𝑛 ∈ ℱ⃗ . Αντιστρόφως, κάθε τέτοια απεικόνιση είναι συμμετρική και𝑚-ομοπαραλληλική.
Επίσης, η ομοπαραλληλική πολυωνυμική απεικόνιση ℎ η οποία ορίζεται από την 𝑓 δίνεται, για κάθε 𝑎 ∈ ℰ και κάθε
διάνυσμα �⃗� = 𝑣1�⃗�1 +⋯+ 𝑣𝑛�⃗�𝑛 του ℰ⃗ , από τη σχέση

ℎ(𝑎 + �⃗�) = 𝑏 +
𝑚

𝑝=1


𝑘1+⋯+𝑘𝑛=𝑝
𝑘1≥0,…,𝑘𝑛≥0

𝑣𝑘11 ⋯𝑣𝑘𝑛𝑛 �⃗�𝑘1,…,𝑘𝑛 ,

όπου 𝑏 ∈ ℱ και �⃗�𝑘1,…,𝑘𝑛 ∈ ℱ⃗ .

Παράδειγμα 5.16. Οι συμμετρικές 3-ομοπαραλληλικές απεικονίσεις 𝑓 ∶ 𝔸3 →𝔸2 είναι της μορφής:

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑏 + (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)�⃗�1 + (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥)�⃗�2 + 𝑥𝑦𝑧�⃗�3,

για κάθε (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝔸3, όπου 𝑏 ∈ 𝔸2 και �⃗�1, �⃗�2, �⃗�3 ∈ ℝ2. Η αντίστοιχη ομοπαραλληλική πολυωνυμική
απεικόνιση δίνεται από τον τύπο:

ℎ(𝑥) = 𝑏 + 𝑥�⃗�1 + 𝑥2�⃗�2 + 𝑥3�⃗�3,
για κάθε 𝑥 ∈ 𝔸 (όπου �⃗�1 = 3�⃗�1, �⃗�2 = 3�⃗�2 και �⃗�3 = �⃗�3).
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Τελειώνοντας αυτή την ενότητα θα δείξουμε στην επομένη πρόταση ότι η πολική μορφή μίας ομοπαραλ-
ληλικής πολυωνυμικής απεικόνισης είναι μοναδική.

Πρόταση 5.3. Ας είναι ℰ καιℱ ομοπαραλληλικοί χώροι και ℎ ∶ ℰ → ℱ ομοπαραλληλική πολυωνυμική απει-
κόνιση πολικού βαθμού𝑚. Τότε, η πολική μορφή 𝑓 ∶ ℰ 𝑚 →ℱ του ℎ είναι μοναδική και δίνεται από τον τύπο:

𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) =
1
𝑚!


𝐻⊆{1,…,𝑚}
|𝐻|=𝑘≥1

(−1)𝑚−𝑘 𝑘𝑚 ℎ

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑖∈𝐻

1
𝑘𝑎𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Απόδειξη. Ας είναι Σ𝑚 = {1, … ,𝑚}. Συμβολίζουμε με 𝐶 το σύνολο των απεικονίσεων 𝜂 ∶ Σ𝑚 → {0, 1} για τις
οποίες υπάρχει 𝑖 ∈ Σ𝑚 με 𝜂(𝑖) ≠ 0. Τότε, η ποσότητα

Ε = 
𝐻⊆Σ𝑚
|𝐻|=𝑘≥1

(−1)𝑚−𝑘𝑘𝑚
𝑚! ℎ

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑖∈𝐻

1
𝑘𝑎𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

μπορεί να γραφεί ως

𝐸 = 
𝜂∈𝐶

(−1)𝑚−HΗ𝑚

𝑚! ℎ 
𝜂(1)
𝐻 𝑎1 +⋯+ 𝜂(𝑚)

𝐻 𝑎𝑚 ,

όπουΗ = 𝜂(1) +⋯ + 𝜂(𝑚). Καθώς η 𝑓 είναι πολυομοπαραλληλική, έχουμε:

ℎ 
𝜂(1)
𝐻 𝑎1 +⋯+ 𝜂(𝑚)

𝐻 𝑎𝑚 = 
(𝑖1,…,𝑖𝑚)∈Σ𝑚𝑚

𝜂(𝑖1)⋯𝜂(𝑖𝑚)
𝐻𝑚 𝑓(𝑎𝑖1 , … , 𝑎𝑖𝑚).

Έτσι, παίρνουμε:

𝐸 = 
(𝑖1,…,𝑖𝑚)∈Σ𝑚𝑚

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝𝜂∈𝐶

(−1)𝑚−H
𝑚! 𝜂(𝑖1)⋯𝜂(𝑖𝑚)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑓(𝑎𝑖1 , … , 𝑎𝑖𝑚).

Στη συνέχεια διακρίνουμε τις εξής δύο περιπτώσεις:
(α) {𝑖1, … , 𝑖𝑚} ≠ Σ𝑚. Τότε υπάρχει 𝑗 ∈ Σ𝑚 ⧵ {𝑖1, … , 𝑖𝑚}. Θεωρούμε το σύνολο

𝐽 = {𝜂 ∈ 𝐶/ 𝜂(𝑗) = 0}

και για κάθε 𝜂 ∈ 𝐽 ορίζουμε την απεικόνιση 𝜂∗ θέτοντας 𝜂∗(𝑖) = 𝜂(𝑖), για κάθε 𝑖 ≠ 𝑗 και 𝜂∗(𝑗) = 1. Παρατηρούμε
ότι ισχύει:

𝜂∗(1) +⋯ + 𝜂∗(𝑚) = 𝜂(1) +⋯ + 𝜂(𝑚) + 1

και 𝜂(𝑖𝑙) = 𝜂∗(𝑖𝑙) (𝑙 = 1, … ,𝑚). Τότε, έχουμε:


𝜂∈𝐶

(−1)𝐻
𝑚

𝑙=1

𝜂(𝑖𝑙) = 
𝜂∈𝐽
(−1)𝐻

𝑚

𝑙=1

𝜂(𝑖𝑙) +
𝜂∈𝐽
(−1)𝐻+1

𝑚

𝑙=1

𝜂∗(𝑖𝑙)

= ((−1)𝐻 + (−1)𝐻+1)
𝜂∈𝐽

𝑚

𝑙=1

𝜂(𝑖𝑙)

= 0.

(β) {𝑖1, … , 𝑖𝑚} = Σ𝑚. Τότε, έχουμε 𝜂(𝑖1)⋯𝜂(𝑖𝑚) ≠ 0 αν και μόνον αν 𝜂(𝑖𝑙) = 1 για κάθε 𝑙 = 1, … ,𝑚. Έτσι,
έχουμε:


𝜂∈𝐶

(−1)𝐻𝜂(𝑖1)⋯𝜂(𝑖𝑚) = (−1)𝑚.
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Άρα, στην παράσταση𝐸 έχουμε μόνο τις𝑚-άδες (𝑖1, … , 𝑖𝑚) οι οποίες δίνουν όλες τις μεταθέσεις τουΣ𝑚. Το
πλήθος τους είναι𝑚!. Από την άλλη πλευρά, η απεικόνιση 𝐹 είναι συμμετρική και επομένως έχουμε:

𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) = 𝑓(𝑎𝑖1 , … , 𝑎𝑖𝑚)

για κάθε (𝑖1, … , 𝑖𝑚) ∈ Σ𝑚𝑚. Επομένως, παίρνουμε:

𝐸 = 
(𝑖1,…,𝑖𝑚)

1
𝑚!𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚),

όπου (𝑖1, … , 𝑖𝑚) διατρέχει το σύνολο των μεταθέσεων του Σ𝑚.

Παράδειγμα 5.17. Αν ℎ ∶ ℰ → ℱ είναι ομοπαραλληλική πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού 2, τότε
η πολική της μορφή δίνεται από τον τύπο:

𝑓(𝑎1, 𝑎2) = 2ℎ 
1
2𝑎1 +

1
2𝑎2 −

1
2ℎ(𝑎1) −

1
2ℎ(𝑎2).

5.3 Γραμμικοποίηση

Ας είναιℰ έναςομοπαραλληλικός χώρος, ℱ⃗ ένας διανυσματικός χώροςκαι𝑓 ∶ ℰ 𝑚 → ℱ⃗ μία𝑚-ομοπαραλληλική
απεικόνιση. Σύμφωνα με τo Θεώρημα 5.1, για κάθε 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ ℰ και �⃗�1, … , �⃗�𝑚 ∈ ℰ⃗ ισχύει

𝑓(𝑎1 + �⃗�1, … , 𝑎𝑚 + �⃗�𝑚) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) + 
𝑆⊆{1,…,𝑚}, 𝑘=|𝑆|
𝑆={𝑖1,…,𝑖𝑘}, 𝑘≥1

𝑓𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘),

όπου 𝑓𝑆 είναι πολυγραμμικές απεικονίσεις.
Θεωρούμε την απεικόνιση 𝚥(𝑚) ∶ ℰ 𝑚 → ̂ℰ 𝑚 με

𝚥(𝑚)(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = (𝚥(𝑥1), … , 𝚥(𝑥𝑚)),

για κάθε 𝑥1, … , 𝑥𝑚 ∈ ℰ . Προφανώς, έχουμε 𝚥(1) = 𝚥.
Στη συνέχεια θα παρουσιάσουμε μία γενίκευση της Πρότασης 4.4.

Πρόταση 5.4. Υπάρχει μία μοναδική𝑚-γραμμική απεικόνιση ̂𝑓 ∶ ̂ℰ 𝑚 → ℱ⃗ τέτοια, ώστε να ισχύει 𝑓 = ̂𝑓 ∘ 𝚥(𝑚)

και για κάθε 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ ℰ , �⃗�1, … , �⃗�𝑚 ∈ ℰ⃗ και 𝜆1, … , 𝜆𝑚 ∈ ℝ να έχουμε

̂𝑓(𝚤(�⃗�1)+̂𝜆1𝚥(𝑎1), … , 𝚤(�⃗�𝑚)+̂𝜆𝑚𝚥(𝑎𝑚)) = 𝜆1⋯𝜆𝑚𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚)+


𝑆⊆{1,…,𝑚}, 𝑘=|𝑆|
𝑆={𝑖1,…,𝑖𝑘}, 𝑘≥1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝


𝑗∈{1,…,𝑚}
𝑗∉𝑆

𝜆𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑓𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘).

Επιπλέον, αν 𝜆𝑖 ≠ 0 (𝑖 = 1, … ,𝑚), τότε έχουμε:

̂𝑓(𝚤(�⃗�1)+̂𝜆1𝚥(𝑎1), … , 𝚤(�⃗�𝑚)+̂𝜆𝑚𝚥(𝑎𝑚)) =
𝜆1⋯𝜆𝑚 𝑓(𝑎1 + 𝜆−11 �⃗�1, … , 𝑎𝑚 + 𝜆−1𝑚 �⃗�𝑚).

Απόδειξη. Πρώτα θα υποθέσουμε ότι υπάρχει μία 𝑚-γραμμική απεικόνιση ̂𝑓 ∶ �̂�𝑚 → ℱ⃗ τέτοια, ώστε να
ισχύει 𝑓 = ̂𝑓∘𝚥(𝑚) και θα δείξουμε ότι η ̂𝑓 είναι μοναδική. Αρχίζοντας θα δείξουμε ότι για κάθε 𝑆 = {𝑖1, … , 𝑖𝑘} ⊆
{1, … ,𝑚}, 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ ℰ και �⃗�1, … , �⃗�𝑚 ∈ ℰ⃗ ισχύει:

̂𝑓(𝚥(𝑎1), … , 𝚤(�⃗�𝑖1), … , 𝚤(�⃗�𝑖𝑘), … , 𝚥(𝑎𝑚)) = 𝑓𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘).
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Ας είναι 𝑘 = 1. Ας υποθέσουμε πιο απλά ότι 𝑖1 = 1. Η ̂𝑓 είναι 𝑚-γραμμική απεικόνιση και επομένως για
κάθε �⃗�1 ∈ ℰ⃗ και 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ ℰ ισχύει:

̂𝑓(𝚥(𝑎1 + �⃗�1), 𝚥(𝑎2), … , 𝚥(𝑎𝑚)) =
̂𝑓(𝚥(𝑎1), 𝚥(𝑎2), … , 𝚥(𝑎𝑚)) + ̂𝑓(𝚤(�⃗�1), 𝚥(𝑎2), … , 𝚥(𝑎𝑚)).

Επίσης, έχουμε 𝑓 = ̂𝑓 ∘ 𝚥(𝑚). Συνδυάζοντας τις δύο σχέσεις, παίρνουμε:

𝑓(𝑎1 + �⃗�1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) + ̂𝑓(𝚤(�⃗�1), 𝚥(𝑎2), … , 𝚥(𝑎𝑚)).

Από την άλλη πλευρά, έχουμε:

𝑓(𝑎1 + �⃗�1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) + 𝑓{1}(�⃗�1).

Από τις δύο προηγούμενες ισότητες, προκύπτει:

̂𝑓(𝚤(�⃗�1), 𝚥(𝑎2), … , 𝚥(𝑎𝑚)) = 𝑓{1}(�⃗�1).

Συνεπώς, η προς απόδειξη σχέση ισχύει για 𝑘 = 1.
Ας υποθέσουμε τώρα ότι η προς απόδειξη ισότητα ισχύει για κάθε 𝑙 < 𝑘+ 1 και ότι 𝑆 = {𝑖1, … , 𝑖𝑘+1}. Καθώς

η απεικόνιση ̂𝑓 είναι πολυγραμμική, έχουμε:

̂𝑓(𝚥(𝑎1), … , 𝚥(𝑎𝑖1 + �⃗�𝑖1), … , 𝚥(𝑎𝑖𝑘+1 + �⃗�𝑖𝑘+1), … , 𝚥(𝑎𝑚)) =

̂𝑓(𝚥(𝑎1), … , 𝚥(𝑎𝑖1), … , 𝚥(𝑎𝑖𝑘+1), … , 𝚥(𝑎𝑚))+
̂𝑓(𝚥(𝑎1), … , 𝚤(�⃗�𝑖1), … , 𝚤(�⃗�𝑖𝑘+1), … , 𝚥(𝑎𝑚))+


𝑗1,…,𝑗𝑙∈𝑆
1≤𝑙≤𝑘

̂𝑓(𝚥(𝑎1), … , 𝚤(𝑣𝑗1), … , 𝚤(𝑣𝑗𝑙), … , 𝚥(𝑎𝑚)).

Χρησιμοποιώντας την υπόθεση επαγωγής και τη σχέση 𝑓 = ̂𝑓 ∘ 𝚥(𝑚), παίρνουμε:

𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖1 + �⃗�𝑖1 , … , 𝑎𝑖𝑘+1 + �⃗�𝑖𝑘+1 , … , 𝑎𝑚) =

𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖1 , … , 𝑎𝑖𝑘+1 , … , 𝑎𝑚) + ̂𝑓(𝚥(𝑎1), … , 𝚤(�⃗�𝑖1), … , 𝚤(�⃗�𝑖𝑘+1), … , 𝚥(𝑎𝑚))

+ 
𝑇={𝑗1,…,𝑗𝑙}
𝑇⊆ 1≤𝑙≤𝑘

𝑓𝑇(𝑣𝑗1 , … , 𝑣𝑗𝑙).

Από την άλλη πλευρά, έχουμε:

𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖1 + �⃗�𝑖1 , … , 𝑎𝑖𝑘+1 + �⃗�𝑖𝑘+1 , … , 𝑎𝑚) =
𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) + 𝑓𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘+1) + 

𝑇={𝑗1,…,𝑗𝑙}
𝑇⊆ 1≤𝑙≤𝑘

𝑓𝑇(𝑣𝑗1 , … , 𝑣𝑗𝑙).

Συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω σχέσεις, προκύπτει:

̂𝑓(𝚥(𝑎1), … , 𝚤(�⃗�𝑖1), … , 𝚤(�⃗�𝑖𝑘+1), … , 𝚥(𝑎𝑚)) = 𝑓𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘+1).

Συνεπώς, η προς απόδειξη ισότητα ισχύει.
Ας υποθέσουμε στη συνέχεια ότι 𝑎1, … , 𝑎𝑘 ∈ ℰ , 𝜆1, … , 𝜆𝑘 ∈ ℝ ⧵ {0} (𝑘 ≤ 𝑚) και �⃗�1, … , �⃗�𝑚 ∈ ℰ⃗ . Θέτουμε

𝑆 = {1, … , 𝑘}. Aν 𝑘 < 𝑚, τότε έχουμε:

̂𝑓(𝚤(�⃗�1)+̂𝜆1𝚥(𝑎1), … , 𝚤(�⃗�𝑘)+̂𝜆𝑘𝚥(𝑎𝑘), 𝚤(�⃗�𝑘+1), … , 𝚤(𝑣𝑚)) =
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𝑘

𝑠=1

𝜆𝑠 ̂𝑓(𝜆−11 𝚤(�⃗�1)+̂𝚥(𝑎1), … , 𝜆−1𝑘 𝚤(�⃗�𝑘)+̂𝚥(𝑎𝑘), 𝚤(�⃗�𝑘+1), … , 𝚤(𝑣𝑚)) =
𝑘

𝑠=1

𝜆𝑠


𝑗1<…<𝑗𝑙
1≤𝑙≤𝑘

̂𝑓(𝚥(𝑎1), … , 𝚤(𝜆−1𝑗1 �⃗�𝑗1), … , 𝚤(𝜆
−1
𝑗𝑙 �⃗�𝑗𝑙), … , 𝚥(𝑎𝑘), 𝚤(�⃗�𝑘+1), … , 𝚤(�⃗�𝑚)).

Έτσι, χρησιμοποιώντας την ισότητα που αποδείξαμε παραπάνω με επαγωγή, παίρνουμε:

̂𝑓(𝚤(�⃗�1)+̂𝜆1𝚥(𝑎1), … , 𝚤(�⃗�𝑘)+̂𝜆𝑘𝚥(𝑎𝑘), 𝚤(�⃗�𝑘+1), … , 𝚤(𝑣𝑚)) =

𝑘

𝑠=1

𝜆𝑠 
𝑇={𝑗1,…,𝑗𝑙}

𝑇⊆𝑆

𝑓𝑇(𝜆−1𝑗1 �⃗�𝑗1 , … , 𝜆
−1
𝑗𝑙 �⃗�𝑗𝑙 , �⃗�𝑘+1, … , �⃗�𝑚)) =


𝑇={𝑗1,…,𝑗𝑙}

𝑇⊆𝑆

𝑘

𝑠∈𝑆⧵𝑇

𝜆𝑠𝑓𝑇(�⃗�𝑗1 , … , �⃗�𝑗𝑙 , �⃗�𝑘+1, … , �⃗�𝑚).

Αντίστοιχα αποτελέσματα έχουμε, αν αντί του συνόλου {1, … , 𝑘} με 𝑘 < 𝑚, θεωρήσουμε οποιοδήποτε υποσύ-
νολο του {1, … ,𝑚} με 𝑘 στοιχεία. Τέλος, αν 𝑘 = 𝑚, τότε έχουμε την εξής ισότητα:

̂𝑓(𝚤(�⃗�1)+̂𝜆1𝚥(𝑎1), … , 𝚤(�⃗�𝑚)+̂𝜆𝑚𝚥(𝑎𝑚)) = 𝜆1⋯𝜆𝑚𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚)+


𝑆⊆{1,…,𝑚}, 𝑘=|𝑆|
𝑆={𝑖1,…,𝑖𝑘}, 𝑘≥1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝


𝑗∈{1,…,𝑚}
𝑗∉𝑆

𝜆𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑓𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘).

Παρατηρούμε ότι αν στην ισότητα αυτή θεωρήσουμε ότι κάποια 𝜆𝑖 ισούνται με 0, τότε προκύπτει ισότητα
της προηγουμένης μορφής χωρίς τον όρο 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚). Συνεπώς, ο τύπος αυτός περιλαμβάνει και τις δύο
περιπτώσεις που εξετάσαμε και έτσι συμπεραίνουμε τη μοναδικότητα της απεικόνισης ̂𝑓.

Επιπλέον, αν 𝜆𝑖 ≠ 0 (𝑖 = 1,… ,𝑚), τότε έχουμε:

̂𝑓(𝚤(�⃗�1)+̂𝜆1𝚥(𝑎1), … , 𝚤(�⃗�𝑚)+̂𝜆𝑚𝚥(𝑎𝑚)) =

𝜆1⋯𝜆𝑚 ̂𝑓(𝚥(𝑎1 + 𝜆−11 �⃗�1), … , 𝚥(𝑎𝑚 + 𝜆−1𝑚 �⃗�𝑚)).

Καθώς 𝑓 = ̂𝑓 ∘ 𝚥(𝑚), παίρνουμε:

̂𝑓(𝚤(�⃗�1)+̂𝜆1𝚥(𝑎1), … , 𝚤(�⃗�𝑚)+̂𝜆𝑚𝚥(𝑎𝑚)) =
𝜆1⋯𝜆𝑚 𝑓(𝑎1 + 𝜆−11 �⃗�1, … , 𝑎𝑚 + 𝜆−1𝑚 �⃗�𝑚).

Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι η έκφραση που δώσαμε παραπάνω ορίζει μία 𝑚-γραμμική απεικόνιση ̂𝑓 ∶
̂ℰ 𝑚 → ℱ⃗ . Θεωρούμε τα στοιχεία του ̂ℰ , 𝐵 = 𝚤(⃗𝑧)+̂𝜅𝚥(𝑏),𝐶 = 𝚤(�⃗�)+̂𝜇𝚥(𝑐) και𝐴𝑖 = 𝚤(�⃗�𝑖)+̂𝜆𝑖𝚥(𝑎𝑖) (𝑖 = 2,… ,𝑚).

Ας υποθέσουμε πρώτα ότι 𝜅 + 𝜇 ≠ 0. Έχουμε:

̂𝑓(𝐵+̂𝐶,𝐴2, … ,𝐴𝑚) = ̂𝑓(𝚤(⃗𝑧 + �⃗�)+̂(𝜅 + 𝜇)𝚥( 𝜅
𝜅 + 𝜇𝑏 +

𝜇
𝜅 + 𝜇)𝑐, 𝐴2, … ,𝐴𝑚)

= (𝜅 + 𝜇)𝜆2⋯𝜆𝑚𝑓(
𝜅

𝜅 + 𝜇𝑏 +
𝜇

𝜅 + 𝜇𝑐, 𝑎2, … , 𝑎𝑚)+


𝑆⊆{1,…,𝑚},
𝑆={1,𝑖2,…,𝑖𝑘}

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝


𝑗∈{1,…,𝑚}
𝑗∉𝑆

𝜆𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑓𝑆(⃗𝑧 + �⃗�, �⃗�𝑖2 , … , �⃗�𝑖𝑘)+
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𝑆⊆{1,…,𝑚},

𝑆={𝑖1,…,𝑖𝑘}, 1∉𝑆

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(𝜅 + 𝜇) 

𝑗∈{1,…,𝑚}
𝑗∉𝑆

𝜆𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑓𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘).

Καθώς η 𝑓 είναι πολυομοπαραλληλική απεικόνιση, παίρνουμε:

𝑓( 𝜅
𝜅 + 𝜇𝑏 +

𝜇
𝜅 + 𝜇𝑐, 𝑎2, … , 𝑎𝑚) =

𝜅
𝜅 + 𝜇𝑓(𝑏, 𝑎2, … , 𝑎𝑚) +

𝜇
𝜅 + 𝜇𝑓(𝑐, 𝑎2, … , 𝑎𝑚).

Επίσης, η 𝑓𝑆 είναι πολυγραμμική απεικόνιση και έτσι έχουμε:

𝑓𝑆(⃗𝑧 + �⃗�, �⃗�𝑖2 , … , �⃗�𝑖𝑘) = 𝑓𝑆(⃗𝑧, �⃗�𝑖2 , … , �⃗�𝑖𝑘) + 𝑓𝑆(�⃗�, �⃗�𝑖2 , … , �⃗�𝑖𝑘).

Συνδυάζοντας όλα τα παραπάνω, παίρνουμε:

̂𝑓(𝐵+̂𝐶,𝐴2, … ,𝐴𝑚) = ̂𝑓(𝐵,𝐴2, … ,𝐴𝑚) + ̂𝑓(𝐶,𝐴2, … ,𝐴𝑚).

Ας υποθέσουμε τώρα ότι 𝜅 + 𝜇 = 0. Έχουμε:

̂𝑓(𝐵+̂𝐶,𝐴2, … ,𝐴𝑚) = ̂𝑓(𝚤(⃗𝑧 + �⃗� + 𝜅𝑐𝑏), 𝐴2, … ,𝐴𝑚) =


𝑆⊆{1,…,𝑚},
𝑆={1,𝑖2,…,𝑖𝑘}

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝


𝑗∈{1,…,𝑚}
𝑗∉𝑆

𝜆𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑓𝑆(⃗𝑧 + �⃗� + 𝜅𝑐𝑏, �⃗�𝑖2 , … , �⃗�𝑖𝑘).

Από την άλλη πλευρά, ισχύει:

𝐶 = 𝚤(�⃗�)+̂(−𝜅)𝚥(𝑐) = 𝚤(�⃗�)+̂(−𝜅)𝚥(𝑏 + 𝑏𝑐) = 𝚤(�⃗� + 𝜅𝑐𝑏)+̂(−𝜅)𝚥(𝑏)).

Οπότε, έχουμε:
̂𝑓(𝐵, 𝐴2, … ,𝐴𝑚) + ̂𝑓(𝐶,𝐴2, … ,𝐴𝑚) = 𝜅𝜆2⋯𝜆𝑚𝑓(𝑏, 𝑎2, … , 𝑎𝑚)+


𝑆⊆{1,…,𝑚},
𝑆={1,𝑖2,…,𝑖𝑘}

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝


𝑗∈{1,…,𝑚}
𝑗∉𝑆

𝜆𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑓𝑆(⃗𝑧, �⃗�𝑖2 , … , �⃗�𝑖𝑘)+


1∉𝑆⊆{1,…,𝑚}
𝑆={𝑖1,…,𝑖𝑘}

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝


𝑗∈{1,…,𝑚}
𝑗∉𝑆

𝜅𝜆𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑓𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘) − 𝜅𝜆2⋯𝜆𝑚𝑓(𝑏, 𝑎2, … , 𝑎𝑚)

+ 
𝑆⊆{1,…,𝑚},
𝑆={1,𝑖2,…,𝑖𝑘}

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝


𝑗∈{1,…,𝑚}
𝑗∉𝑆

𝜆𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑓𝑆(�⃗� + 𝜅𝑐𝑏, �⃗�𝑖2 , … , �⃗�𝑖𝑘)+


1∉𝑆⊆{1,…,𝑚}
𝑆={𝑖1,…,𝑖𝑘}

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝


𝑗∈{1,…,𝑚}
𝑗∉𝑆

(−𝜅)𝜆𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑓𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘 =
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𝑆⊆{1,…,𝑚},
𝑆={1,𝑖2,…,𝑖𝑘}

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝


𝑗∈{1,…,𝑚}
𝑗∉𝑆

𝜆𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑓𝑆(⃗𝑧 + �⃗� + 𝜅𝑐𝑏, �⃗�𝑖2 , … , �⃗�𝑖𝑘).

Έτσι, και σε αυτή την περίπτωση, παίρνουμε:

̂𝑓(𝐵+̂𝐶,𝐴2, … ,𝐴𝑚) = ̂𝑓(𝐵,𝐴2, … ,𝐴𝑚) + ̂𝑓(𝐶,𝐴2, … ,𝐴𝑚).

Τέλος, εύκολα προκύπτει ότι για κάθε 𝜆 ∈ ℝ, ισχύει:

̂𝑓(𝜆𝐵,𝐴2, … ,𝐴𝑚) = 𝜆 ̂𝑓(𝐵,𝐴2, … ,𝐴𝑚).

Έτσι, αποδείξαμε τη γραμμικότητα της ̂𝑓 ως προς την πρώτη συντεταγμένη. Ομοίως, αποδεικνύεται η γραμ-
μικότητα της ̂𝑓 και ως προς τις άλλες συντεταγμένες.

Ας είναιℰ καιℱ ομοπαραλληλικοί χώροι και 𝑓 ∶ ℰ 𝑚 →ℱ μία𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση. Τότε, για
κάθε 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ ℰ και �⃗�1, … , �⃗�𝑚 ∈ ℰ⃗ ισχύει:

𝑓(𝑎1 + �⃗�1, … , 𝑎𝑚 + �⃗�𝑚) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) + 
𝑆⊆{1,…,𝑚}, 𝑘=|𝑆|
𝑆={𝑖1,…,𝑖𝑘}, 𝑘≥1

𝑓𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘),

όπου 𝑓𝑆 πολυγραμμικές απεικονίσεις.
Το παρακάτω πόρισμα είναι γενίκευση του Πορίσματος 4.3.

Πόρισμα 5.2. Υπάρχει μία μοναδική𝑚-γραμμική απεικόνιση ̂𝑓 ∶ ̂ℰ 𝑚 → ̂ℱ τέτοια, ώστε να ισχύει 𝚥 ∘𝑓 = ̂𝑓 ∘ 𝚥(𝑚)

και για κάθε 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ ℰ , �⃗�1, … , �⃗�𝑚 ∈ ℰ⃗ και 𝜆1, … , 𝜆𝑚 ∈ ℝ έχουμε

̂𝑓(𝚤(�⃗�1)+̂𝜆1𝚥(𝑎1), … , 𝚤(�⃗�𝑚)+̂𝜆𝑚𝚥(𝑎𝑚)) = 𝜆1⋯𝜆𝑚 𝚥(𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚))+̂


𝑆⊆{1,…,𝑚}, 𝑘=|𝑆|
𝑆={𝑖1,…,𝑖𝑘}, 𝑘≥1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝


𝑗∈{1,…,𝑚}
𝑗∉𝑆

𝜆𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝚤(𝑓𝑆(�⃗�𝑖1 , … , �⃗�𝑖𝑘)).

Επιπλέον, αν 𝜆𝑖 ≠ 0 (𝑖 = 1, … ,𝑚), τότε έχουμε:

̂𝑓(𝚤(�⃗�1)+̂𝜆1𝚥(𝑎1), … , 𝚤(�⃗�𝑚)+̂𝜆𝑚𝚥(𝑎𝑚)) =
𝜆1⋯𝜆𝑚 𝚥ℱ (𝑓(𝑎1 + 𝜆−11 �⃗�1, … , 𝑎𝑚 + 𝜆−1𝑚 �⃗�𝑚)).

Ορισμός 5.7. Ας είναι ℰ καιℱ ομοπαραλληλικοί χώροι και 𝑓 ∶ ℰ 𝑚 → ℱ μία 𝑚-ομοπαραλληλική απεικό-
νιση. Η𝑚-γραμμική απεικόνιση ̂𝑓 ∶ ̂ℰ 𝑚 → ̂ℱ καλείται γραμμικοποίηση ή ομογενοποίηση της 𝑓.

Παράδειγμα 5.18. Ας είναι 𝑓 ∶ 𝔸×𝔸 → 𝔸 μία 2-ομοπαραλληλική απεικόνιση. Σύμφωνα με τοΠαράδειγμα
5.9, υπάρχουν 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝔸 έτσι, ώστε για κάθε (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝔸 ×𝔸 να έχουμε:

𝑓{1,2}(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎𝑥1𝑥2, 𝑓{1}(𝑥1) = 𝑏𝑥1, 𝑓{2}(𝑥2) = 𝑐𝑥2.

Επιπλέον, 𝑑 = 𝑓(0, 0) και επομένως ισχύει:

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎𝑥1𝑥2 + 𝑏𝑥1 + 𝑐𝑥2 + 𝑑.

Έτσι, από το Πόρισμα 5.2, για κάθε 𝑥1, 𝑥2, 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ παίρνουμε:

̂𝑓(𝚤(𝑥1)+̂𝜆1𝚥(0), 𝚤(𝑥2)+̂𝜆2𝚥(0)) = 𝜆1𝜆2𝚥(𝑑)+̂𝚤(𝜆2𝑏𝑥1 + 𝜆1𝑐𝑥2 + 𝑎𝑥1𝑥2).
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Οπότε, προκύπτει:

̂𝑓(𝚤(𝑥1)+̂𝜆1𝚥(0), 𝚤(𝑥2)+̂𝜆2𝚥(0)) =
⟨𝑑 + 𝜆−11 𝑏𝑥1 + 𝜆−12 𝑐𝑥2 + 𝑎(𝜆1𝜆2)−1𝑥1𝑥2, 𝜆1𝜆2⟩.

Το ζεύγος (0, 1) είναι ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο του𝔸 και επομένως το ζεύγος (𝚤(01), 𝚥(0)) είναι μία βάση
του �̂�. Οι συντεταγμένες του στοιχείου ̂𝑓(𝚤(𝑥1)+̂𝜆1𝚥(0), 𝚤(𝑥2)+̂𝜆2𝚥(0)) ως προς αυτή τη βάση δίνονται από το
ζεύγος

(𝜆1𝜆2𝑑 + 𝑐𝑥2𝜆1 + 𝑏𝑥1𝜆2 + 𝑎𝑥1𝑥2, 𝜆1𝜆2).

5.4 Ασκήσεις-Εργασίες

Ασκήσεις

5.4.1 Ας είναι Ε πραγματικός διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης και Φ ∶ 𝐸 × 𝐸 → ℝ μία συμ-
μετρική διγραμμική απεικόνιση. Για κάθε βάση 𝑉 = (𝑣1, … , 𝑣𝑛) του 𝐸 θεωρούμε τον πίνακα𝑀𝑉 =
(Φ(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)). Αν 𝑊 είναι μία άλλη βάση του 𝐸, τότε να δειχθεί ότι υπάρχει ένας αντιστρέψιμος 𝑛 × 𝑛-
πίνακας 𝑃 με στοιχεία πραγματικούς αριθμούς έτσι, ώστε να ισχύει

𝑀𝑊 = 𝑡𝑃𝑀𝑉𝑃

(όπου 𝑡𝑃 είναι ο ανάστροφος πίνακας του 𝑃).

5.4.2 Για κάθε φυσικό αριθμό 𝑘 θεωρούμε την απεικόνιση

𝜑𝑘 ∶ ℝ2[𝑥]⟶ ℝ, 𝑃(𝑥)⟼
1

0
𝑃(𝑡)𝑘 𝑑𝑡.

Να δειχθεί ότι η απεικόνιση 𝜑 ∶ ℝ2[𝑥]⟶ ℝ η οποία ορίζεται από τη σχέση

𝜑(𝑃) =
𝑚

𝑘=0

𝜑𝑘(𝑃), για κάθε 𝑃 ∈ ℝ2[𝑥],

είναι μία πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού𝑚.

5.4.3 Ας είναι 𝑟, 𝑠 ∈ 𝔸 με 𝑟 ≠ 𝑠 και 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝔸3. Να δειχθεί ότι υπάρχει μία μοναδική συμμετρική 2-
ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸2 →𝔸3 με 𝑓(𝑟, 𝑟) = 𝑎, 𝑓(𝑟, 𝑠) = 𝑏 και 𝑓(𝑠, 𝑠) = 𝑐.

5.4.4 Ας είναι 𝐹𝑖(𝑥) ∈ ℝ[𝑥] (𝑖 = 1, 2, 3) με max{deg 𝐹1,deg 𝐹2,deg 𝐹3} = 2. Θεωρούμε την απεικόνιση

𝐹 ∶ 𝔸⟶𝔸3, 𝑥⟼ (𝐹1(𝑥), 𝐹2(𝑥), 𝐹3(𝑥)).

Να δειχθεί ότι υπάρχει μία συμμετρική 2-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸2 → 𝔸3 τέτοια, ώστε
𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑥) και να εκφραστεί συναρτήσει των συντελεστών των πολυωνύμων 𝐹𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 2, 3).

5.4.5 Ας είναι 𝑃 η παραβολή η οποία ορίζεται από την εξίσωση 𝑎2𝑦 − 𝑏𝑥2 = 0, όπου 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ⧵ {0}.
α) Να δειχθεί ότι υπάρχουν πολυώνυμα 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) ∈ ℝ[𝑡] τέτοια, ώστε η απεικόνιση

𝐹 ∶ 𝔸⟶𝔸2 ∶ 𝑡 ⟼ (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))

να έχει ως πεδίο τιμών το σύνολο των σημείων της 𝑃 και να είναι ομοπαραλληλική πολυωνυμική απει-
κόνιση πολικού βαθμού 2.

β) Αν 𝑓 είναι η 2−πολική μορφή της 𝐹, τότε να δειχθεί ότι οι εφαπτόμενες της παραβολής 𝑃 στα
σημεία 𝐹(𝑡1) και 𝐹(𝑡2), με 𝑡1 ≠ 𝑡2, τέμνονται στο σημείο 𝑓(𝑡1, 𝑡2).
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5.4.6 Ναπροσδιοριστούνοι 3-ομοπαραλληλικές, συμμετρικές απεικονίσεις𝑓 ∶ 𝔸3 →𝔸2 και οι 2–ομοπαραλληλικές,
συμμετρικές απεικονίσεις 𝑓 ∶ (𝔸3)2 →𝔸.

5.4.7 Αςείναι (𝒫 ,ℝ2, +)οομοπαραλληλικός χώρος τουΠαραδείγματος1.5.Ναπεριγραφούνοι 3-ομοπαραλληλικές,
συμμετρικές απεικονίσεις 𝑓 ∶ 𝒫 3 →𝔸3.

5.4.8 Ας είναι 𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → 𝔸𝑛 μία 𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση. Να περιγραφεί η γραμμικοποίησή της,
̂𝑓 ∶ �̂�𝑚 → 𝔸𝑛.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ

Σύνοψη
Σ’ αυτό το κεφάλαιο εισάγουμε τις πολυωνυμικές καμπύλες και μελετάμε τη μορφή Bézier τους. Η μορφή
αυτή παρέχει έναν απλό και αποτελεσματικό τρόπο παράστασης πολυωνυμικών καμπυλών και αποτελεί θε-
μελιώδες εργαλείο σχεδίασης στα Γραφικά Υπολογιστών. Για περισσότερες πληροφορίες ο ενδιαφερόμενος
αναγνώστης μπορεί να συμβουλευτεί τα συγγράμματα τα οποία παρατίθενται στο τέλος του κεφαλαίου.

6.1 Καμπύλες και Σημεία Ελέγχου

Πρώτα θα δώσουμε τον ορισμό της πολυωνυμικής καμπύλης.

Ορισμός 6.1. Μία (παραμετροποιημένη) πολυωνυμική καμπύλη πολικού βαθμού𝑚 είναι μία ομοπαραλληλική
πολυωνυμική απεικόνιση 𝐹 ∶ 𝔸 → ℰ πολικού βαθμού 𝑚, όπου ℰ είναι ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης
≥ 2. Το σύνολο 𝐹(𝔸) καλείται ίχνος της 𝐹. Αν 𝑟, 𝑠 ∈ 𝔸 με 𝑟 < 𝑠, τότε το σύνολο 𝐹([𝑟, 𝑠]) καλείται τμήμα της 𝐹.

Παράδειγμα 6.1. Η απεικόνιση 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3 με

𝐹(𝑡) = (𝑡 + 2𝑡2, 1 − 𝑡2, 3 + 2𝑡), ∀𝑡 ∈ 𝔸,

είναι μία πολυωνυμική καμπύλη πολικού βαθμού 2. Πράγματι, ας θεωρήσουμε την απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸2 → 𝔸3

με

𝑓(𝑡1, 𝑡2) = 
1
2(𝑡1 + 𝑡2) + 2𝑡1𝑡2, 1 − 𝑡1𝑡2, 3 + 𝑡1 + 𝑡2 , ∀(𝑡1, 𝑡2) ∈ 𝔸2.

Παρατηρούμε αμέσως ότι η απεικόνιση 𝑓(𝑡1, 𝑡2) είναι συμμετρική και για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸 ισχύει

𝑓(𝑡, 𝑡) = (𝑡 + 2𝑡2, 1 − 𝑡2, 3 + 2𝑡) = 𝐹(𝑡).

Επιπλέον, οι αντιστοιχίες 𝑡1 ↦ 𝑓(𝑡1, 𝑡2) και 𝑡2 ↦ 𝑓(𝑡1, 𝑡2) ορίζουν ομοπαραλληλικές απεικονίσεις από τον
χώρο𝔸 στο𝔸3. Συνεπώς, η 𝐹 είναι μία πολυωνυμική καμπύλη πολικού βαθμού 2.

Δόσπρα Π. και Πουλάκης Δ. (2022). «Ομοπαραλληλικοί Χώροι και ΓεωμετρικήΜοντελοποίηση».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. https://www.kallipos.gr/images/kalliposplus/A4/XelatexGuide.pdf
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Σχήμα 6.1: Τμήμα της καμπύλης του Παραδείγματος 6.1.

Παράδειγμα 6.2. Από τοΠαράδειγμα 5.16 έπεται ότι οι πολυωνυμικές καμπύλες πολικού βαθμού 3 μέσα στο
𝔸2 δίνονται από τις απεικονίσεις 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸2 με

𝐹(𝑥) = 𝑏 + 𝑥�⃗�1 + 𝑥2�⃗�2 + 𝑥3�⃗�3,

για κάθε 𝑥 ∈ 𝔸, όπου 𝑏 ∈ 𝔸2 και �⃗�1, �⃗�2, �⃗�3 ∈ ℝ2. Έτσι, αν 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2) και

�⃗�𝑗 = 
𝑢1,𝑗
𝑢2,𝑗

 (𝑗 = 1, 2, 3),

τότε, για κάθε 𝑥 ∈ 𝔸, έχουμε:

𝐹(𝑥) = (𝑏1 + 𝑢1,1𝑥 + 𝑢1,2𝑥2 + 𝑢1,3𝑥3, 𝑏2 + 𝑢2,1𝑥 + 𝑢2,2𝑥2 + 𝑢2,3𝑥3).

Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος και 𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → ℰ μία συμμετρική 𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση.
Θεωρούμε ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο (𝑟, 𝑠) του𝔸 και το σύνολο Σ𝑚 = {1, … ,𝑚}. Αν 𝑡1, … , 𝑡𝑚 ∈ 𝔸, τότε
υπάρχουν 𝜆1, … , 𝜆𝑚 ∈ ℝ τέτοια, ώστε

𝑡𝑖 = (1 − 𝜆𝑖)𝑟 + 𝜆𝑖𝑠, (𝑖 = 1, … ,𝑚).

Έτσι, παίρνουμε:

𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑚) =
𝑚

𝑘=0


𝐼∪𝐽=Σ𝑚

𝐼∩𝐽=∅,|𝐽|=𝑘


𝑖∈𝐼
(1 − 𝜆𝑖)

𝑗∈𝐽
𝜆𝑗 𝑓(𝑟, … , 𝑟

𝑚−𝑘

, 𝑠, … , 𝑠
𝑘

).

Καθώς ισχύει

𝜆𝑖 =
𝑡𝑖 − 𝑟
𝑠 − 𝑟 (𝑖 = 1, … ,𝑚),

προκύπτει:

𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑚) =
𝑚

𝑘=0


𝐼∪𝐽=Σ𝑚

𝐼∩𝐽=∅,|𝐽|=𝑘


𝑖∈𝐼

𝑠 − 𝑡𝑖
𝑠 − 𝑟


𝑗∈𝐽

𝑡𝑗 − 𝑟
𝑠 − 𝑟 𝑓(𝑟, … , 𝑟

𝑚−𝑘

, 𝑠, … , 𝑠
𝑘

).

Συνεπώς, κάθε συμμετρική𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → ℰ είναι πλήρως ορισμένη από τα𝑚+1
σημεία

𝑓(𝑟, … , 𝑟
𝑚−𝑘

, 𝑠, … , 𝑠
𝑘

) (𝑘 = 0,… ,𝑚).

Ο συντελεστής του 𝑓(𝑟, … , 𝑟
𝑚−𝑘

, 𝑠, … , 𝑠
𝑘

),

𝑝𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚) = 
𝐼∪𝐽=Σ𝑚

𝐼∩𝐽=∅,|𝐽|=𝑘


𝑖∈𝐼

𝑠 − 𝑡𝑖
𝑠 − 𝑟


𝑗∈𝐽

𝑡𝑗 − 𝑟
𝑠 − 𝑟 ,
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ορίζει μία συμμετρική 𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑝𝑘 ∶ 𝔸𝑚 → Α. Πράγματι, για κάθε 𝑖 = 1, … ,𝑚 η
απεικόνιση 𝑝𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚) γράφεται:

𝑝𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚) = 𝐴𝑘,𝑖 𝑡𝑖 + 𝐵𝑘,𝑖
όπου𝐴𝑘,𝑖 και𝐵𝑘,𝑖 είναι συναρτήσεις των 𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑚 και 𝑟, 𝑠.Ηαντιστοιχία 𝑡𝑖 ↦ 𝐴𝑘,𝑖 𝑡𝑖+𝐵𝑘,𝑖 ορίζει μία
ομοπαραλληλική απεικόνιση από το𝔸 στοΑ και επομένως η απεικόνιση 𝑝𝑘 είναι𝑚-ομοπαραλληλική. Επίσης,
παρατηρούμε ότι η απεικόνιση 𝑝𝑘 είναι συμμετρική. Επιπλέον, ισχύει:

𝑚

𝑘=0

𝑝𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚) =
𝑚

𝑖=1

𝑠 − 𝑡𝑖
𝑠 − 𝑟 +

𝑡𝑖 − 𝑟
𝑠 − 𝑟

 = 1.

Ας είναι τώρα 𝑏0, … , 𝑏𝑚 ∈ ℰ και 𝑟, 𝑠 ∈ 𝔸 με 𝑟 < 𝑠. Η παραπάνω ισότητα συνεπάγεται ότι για κάθε
𝑡1, … , 𝑡𝑚 ∈ 𝔸 το άθροισμα

𝑚

𝑘=0

𝑝𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚) 𝑏𝑘

είναι ένας βαρυκεντρικός συνδυασμός των 𝑏0, … , 𝑏𝑚 και επομένως ορίζει ένα σημείο τουℰ . Επομένως, η αντι-
στοιχία

(𝑡1, … , 𝑡𝑚) ⟼
𝑚

𝑘=0

𝑝𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚) 𝑏𝑘

ορίζει μία απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → ℰ . Είδαμε ότι οι συντελεστές 𝑝𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚) ορίζουν συμμετρικές και 𝑚-
ομοπαραλληλικές απεικονίσεις. Έτσι, προκύπτει αμέσως ότι η απεικόνιση 𝑓 είναι συμμετρική. Στη συνέχεια θα
δείξουμε ότι η 𝑓 είναι𝑚-ομοπαραλληλική. Ας είναι λοιπόν 𝑎1, … , 𝑎𝑞 ∈ 𝔸 και𝜆1, … , 𝜆𝑞 ∈ ℝ με𝜆1+⋯+𝜆𝑞 = 1.
Τότε, έχουμε:

𝑓
𝑞

𝑗=1

𝜆𝑗𝑎𝑗, 𝑡2, … , 𝑡𝑛 =
𝑚

𝑘=0

𝑝𝑘
𝑞

𝑗=1

𝜆𝑗𝑎𝑗, 𝑡2, … , 𝑡𝑚𝑏𝑘

=
𝑚

𝑘=0


𝑞

𝑗=1

𝜆𝑗𝑝𝑘(𝑎𝑗, 𝑡2, … , 𝑡𝑚)𝑏𝑘

= 𝑏0 +
𝑚

𝑘=0


𝑞

𝑗=1

𝜆𝑗𝑝𝑘(𝑎𝑗, 𝑡2, … , 𝑡𝑚) 𝑏0𝑏𝑘

= 𝑏0 +
𝑞

𝑗=1

𝜆𝑗
𝑚

𝑘=0

𝑝𝑘(𝑎𝑗, 𝑡2, … , 𝑡𝑚) 𝑏0𝑏𝑘

= 𝑏0 +
𝑞

𝑗=1

𝜆𝑗 𝑏0𝑓(𝑎𝑗, 𝑡2, … , 𝑡𝑚)

=
𝑞

𝑗=1

𝜆𝑗𝑓(𝑎𝑗, 𝑡2, … , 𝑡𝑚).

Επομένως, η αντιστοιχία 𝑡1 ↦ 𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑚) ορίζει μία ομοπαραλληλική απεικόνιση από το𝔸 στο ℰ . Το ίδιο
ισχύει και για τις υπόλοιπες μεταβλητές. Συνεπώς, η απεικόνιση 𝑓 είναι𝑚-ομοπαραλληλική.

Τέλος, ισχύει:
𝑓(𝑟, … , 𝑟

𝑚−𝑘

, 𝑠, … , 𝑠
𝑘

) = 𝑏𝑘 (𝑘 = 0,… ,𝑚).

Συνοψίζουμε τα παραπάνω στο ακόλουθο θεώρημα:
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Θεώρημα6.1. Ας είναιℰ ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης≥ 2,𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → ℰ μία συμμετρική𝑚-ομοπαραλληλική
απεικόνιση και (𝑟, 𝑠) ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο του𝔸. Θέτουμε Σ𝑚 = {1, … ,𝑚}. Τότε, έχουμε:

𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑚) =
𝑚

𝑘=0


𝐼∪𝐽=Σ𝑚
𝐼∩𝑗=∅,|𝐽|=𝑘


𝑖∈𝐼

𝑠 − 𝑡𝑖
𝑠 − 𝑟


𝑗∈𝐽

𝑡𝑗 − 𝑟
𝑠 − 𝑟 𝑓(𝑟, … , 𝑟

𝑚−𝑘

, 𝑠, … , 𝑠
𝑘

).

Αντιστρόφως, αν 𝑏0, … , 𝑏𝑚 ∈ ℰ , τότε υπάρχει μοναδική συμμετρική𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → ℰ
τέτοια, ώστε

𝑓(𝑟, … , 𝑟
𝑚−𝑘

, 𝑠, … , 𝑠
𝑘

) = 𝑏𝑘 (𝑘 = 0,… ,𝑚).

Η πολυωνυμική καμπύλη η οποία ορίζεται από την 𝑓 είναι:

𝐹(𝑡) =
𝑚

𝑘=0


𝑚
𝑘  

𝑠 − 𝑡
𝑠 − 𝑟


𝑚−𝑘

 𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟


𝑘
𝑏𝑘.

Βλέπουμε λοιπόν ότι κάθε πολυωνυμική καμπύλη πολικού βαθμού𝑚 μπορεί να πάρει αυτή τη μορφή.

Ορισμός 6.2. Τα σημεία 𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏𝑚 καλούνται σημεία ελέγχου του 𝐵�́�𝑧𝑖𝑒𝑟 της πολυωνυμικής καμπύλη 𝐹
πολικού βαθμού𝑚, ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (𝑟, 𝑠) του𝔸.

Παράδειγμα 6.3. Θεωρούμε την απεικόνιση 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸2 η οποία ορίζεται από τον τύπο

𝐹(𝑡) = (2𝑡, 𝑡2), για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸.

Η απεικόνιση
𝑓 ∶ 𝔸2 ⟶𝔸2, (𝑡1, 𝑡2) ⟼ (𝑡1 + 𝑡2, 𝑡1𝑡2)

είναι συμμετρική, 2-ομοπαραλληλικήκαι για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸 ισχύει𝑓(𝑡, 𝑡) = 𝐹(𝑡). Επομένως, η𝐹 είναι πολυωνυμική
καμπύλη πολικού βαθμού 2 με 2-πολική μορφή την απεικόνιση𝑓. Τα αντίστοιχα σημεία ελέγχου της𝐹ωςπρος
το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (0, 1) του𝔸 είναι:

𝑏0 = 𝑓(0, 0) = (0, 0), 𝑏1 = 𝑓(1, 0) = (1, 0), 𝑏2 = 𝑓(1, 1) = (2, 1).

Σχήμα 6.2: Τμήμα της καμπύλης του Παραδείγματος 6.3.

Παράδειγμα 6.4. Θεωρούμε το σύνολο

𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝔸2/ 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑥2}.

Ας είναι (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 ⧵ {(0, 0)}. Τότε , έχουμε 𝑥 ≠ 0. Θέτουμε 𝑡 = 𝑦/𝑥 και παίρνουμε

𝑥 = 𝑡2 − 1, 𝑦 = 𝑡(𝑡2 − 1).
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Από την άλληπλευρά, για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸, οι αριθμοί 𝑥 = 𝑡2−1 και 𝑦 = 𝑡(𝑡2−1) ικανοποιούν τη σχέση 𝑦2 = 𝑥3+𝑥2.
Έτσι, έχουμε την απεικόνιση

𝐺 ∶ 𝔸⟶𝔸2, 𝑡 ⟼ (𝑡2 − 1, 𝑡(𝑡2 − 1)).

Η απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸3 →𝔸2, με

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 
1
3(𝑡1𝑡2 + 𝑡1𝑡3 + 𝑡2𝑡3) − 1, 𝑡1𝑡2𝑡3 −

1
3(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3) ,

είναι μία συμμετρική, 3-ομοπαραλληλική απεικόνιση με 𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑡) = 𝐹(𝑡), για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸. Άρα, είναι μία 3-
πολική μορφή για την 𝐹 και επομένως η 𝐹 είναι μία πολυωνυμική καμπύλη πολικού βαθμού 3 της οποίας το
ίχνος είναι το σύνολο 𝑆. Τα αντίστοιχα σημεία ελέγχου ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (0, 2) είναι τα
εξής:

𝑏0 = 𝑓(0, 0, 0) = (−1, 0), 𝑏1 = 𝑓(0, 0, 2) = (−1, −2/3)

𝑏2 = 𝑓(0, 2, 2) = (1/3, −4/3), 𝑏3 = 𝑓(2, 2, 2) = (3, 6).

Σχήμα 6.3: Τμήμα της καμπύλης του Παραδείγματος 6.4.

6.2 Πολυώνυμα του 𝐵𝑒𝑟𝑛𝑠𝑡𝑒𝑖𝑛

Σ’ αυτή την ενότητα θα δούμε μερικές ιδιότητες των πολυωνύμων

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) = 
𝑚
𝑘  

𝑠 − 𝑡
𝑠 − 𝑟


𝑚−𝑘

 𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟


𝑘
(𝑘 = 0,… ,𝑚)

τα οποία εμφανίζονται ως συντελεστές στη μορφή του 𝐵�́�𝑧𝑖𝑒𝑟 μίας πολυωνυμικής καμπύλης.

Ορισμός 6.3. Τα πολυώνυμα 𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) (𝑘 = 0,… ,𝑚) καλούνται πολυώνυμα του 𝐵𝑒𝑟𝑛𝑠𝑡𝑒𝑖𝑛 βαθμού𝑚 επί του
[𝑟, 𝑠].

Στην περίπτωση όπου 𝑟 = 0 και 𝑠 = 1 σημειώνουμε πιο απλά το πολυώνυμο 𝐵𝑚𝑘 [0, 1](𝑡) με 𝐵𝑚𝑘 (𝑡). Έτσι,
έχουμε:

𝐵𝑚𝑘 (𝑡) = 
𝑚
𝑘  (1 − 𝑡)

𝑚−𝑘 𝑡𝑘.

Παρατηρούμε ότι ισχύει:

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) = 𝐵𝑚𝑘 
𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟

 .
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Πρόταση 6.1. Ισχύει:
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) = 1.

Απόδειξη. Έχουμε:

𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) =
𝑚

𝑘=0


𝑚
𝑘  

𝑠 − 𝑡
𝑠 − 𝑟


𝑚−𝑘

 𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟


𝑘

=  𝑠 − 𝑡
𝑠 − 𝑟 +

𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟


𝑚

= 1.

Πρόταση 6.2. Ας είναι ℝ𝑚[𝑡] o διανυσματικός χώρος των πολυωνύμων με πραγματικούς συντελεστές βαθμού
≤ 𝑚. Τα πολυώνυμα 𝐵𝑚𝑘 (𝑡) (𝑘 = 0,… ,𝑚) αποτελούν μία βάση τουℝ𝑚[𝑡].

Απόδειξη. Από την Πρόταση 6.1 έχουμε:
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 (𝑡) = 1.

Αντικαθιστώντας το𝑚 από το𝑚 − 𝑖, όπου 𝑖 = 0,… ,𝑚, παίρνουμε:

𝑚−𝑖

𝑗=0

𝐵𝑚−𝑖𝑗 (𝑡) = 1.

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με 𝑡𝑖, προκύπτει:

𝑡𝑖 =
𝑚−𝑖

𝑗=0

𝑡𝑖𝐵𝑚−𝑖𝑗 (𝑡).

Από την άλλη πλευρά, εύκολα επαληθεύουμε ότι ισχύει:


𝑚
𝑖  

𝑚 − 𝑖
𝑗  = 

𝑚
𝑖 + 𝑗 

𝑖 + 𝑗
𝑖  .

Έτσι, παίρνουμε:

𝑡𝑖𝐵𝑚−𝑖𝑗 (𝑡) = 
𝑚 − 𝑖
𝑗  𝑡𝑖+𝑗(1 − 𝑡)𝑚−𝑖−𝑗 =


𝑖 + 𝑗
𝑖 


𝑚
𝑖 

𝐵𝑚𝑖+𝑗(𝑡).

Επομένως, έχουμε

𝑡𝑖 =
𝑚−𝑖

𝑗=0

𝐵𝑚−𝑖𝑗 (𝑡)𝑡𝑖 =
𝑚−𝑖

𝑗=0


𝑖 + 𝑗
𝑖 


𝑚
𝑖 

𝐵𝑚𝑖+𝑗(𝑡).

Δηλαδή, τα πολυώνυμα 1, 𝑡, … , 𝑡𝑚 ανήκουνστον χώροοοποίος παράγεται από τα𝐵𝑚0 (𝑡), … , 𝐵𝑚𝑚(𝑡). Έτσι, καθώς
τα 1, 𝑡, … , 𝑡𝑚 σχηματίζουν μία βάση για τον χώροℝ𝑚[𝑡], τα𝐵𝑚0 (𝑡), … , 𝐵𝑚𝑚(𝑡) αποτελούν και αυτά μία βάση.
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Στη συνέχεια θα δώσουμε έναν τύπο για τον υπολογισμό της παραγώγου ενός πολυωνύμου του Berstein.

Πρόταση 6.3. Ισχύει:
d
d𝑡𝐵

𝑚
𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) =

𝑚
𝑠 − 𝑟

𝐵𝑚−1𝑘−1 [𝑟, 𝑠](𝑡) − 𝐵𝑚−1𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡).

Απόδειξη. Έχουμε:

d
d𝑡𝐵

𝑚
𝑘 (𝑡) = d

d𝑡
𝑚
𝑘 𝑡

𝑘(1 − 𝑡)𝑚−𝑘

= 
𝑚
𝑘 𝑘𝑡

𝑘−1(1 − 𝑡)𝑚−𝑘 − 
𝑚
𝑘 (𝑚 − 𝑘)𝑡𝑘(1 − 𝑡)𝑚−𝑘−1

= 𝑚
𝑚 − 1
𝑘 − 1 𝑡

𝑘−1(1 − 𝑡)𝑚−𝑘 − 𝑚
𝑚 − 1
𝑘 𝑡𝑘(1 − 𝑡)𝑚−𝑘−1

= 𝑚𝐵𝑚−1𝑘−1 (𝑡) − 𝐵𝑚−1𝑘 (𝑡).

Καθώς ισχύει:

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) = 𝐵𝑚𝑘 
𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟

 ,

παίρνουμε:
d
d𝑡 𝐵

𝑚
𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) =

1
𝑠 − 𝑟

d
d𝑡𝐵

𝑚
𝑘 

𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟

 .

Επομένως, έχουμε:

d
d𝑡 𝐵

𝑚
𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) = 𝑚

𝑠 − 𝑟
𝐵𝑚−1𝑘−1 

𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟

 − 𝐵𝑚−1𝑘  𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟



= 𝑚
𝑠 − 𝑟

𝐵𝑚−1𝑘−1 [𝑟, 𝑠](𝑡) − 𝐵𝑚−1𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡).

6.3 Ένας Χαρακτηρισμός των Πολυωνυμικών Καμπυλών

Η επόμενη πρόταση περιγράφει μία αντιστοιχία μεταξύ των πωλυωνύμων και των πολυομοπαραλληλικών
απεικονίσεων.

Πρόταση 6.4. Ισχύουν τα εξής:
(α) Για κάθε 𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ[𝑥1, … , 𝑥𝑛] με deg 𝑝 ≤ 𝑚, υπάρχει μοναδική συμμετρική 𝑚-ομοπαραλληλική

απεικόνιση 𝑓 ∶ (𝔸𝑛)𝑚 →𝔸 τέτοια, ώστε να ισχύει:

𝑝(𝑥) = 𝑓(𝑥, … , 𝑥), για κάθε 𝑥 ∈ 𝔸𝑛.

Αν το πολυώνυμο 𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑛) είναι ομογενές και deg 𝑝 = 𝑚, τότε η απεικόνιση 𝑓 είναι𝑚-γραμμική.
(β) Αν 𝑓 ∶ (𝔸𝑛)𝑚 → 𝔸 είναι μία συμμετρική𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση, τότε η απεικόνιση 𝑝 ∶ 𝔸𝑛 → 𝔸

η οποία ορίζεται από τη σχέση

𝑝(𝑥) = 𝑓(𝑥, … , 𝑥), για κάθε 𝑥 ∈ 𝔸𝑛,

είναι μία ομοπαραλληλική πολυωνυμική απεικόνιση πολικού βαθμού𝑚. Η απεικόνιση 𝑝(𝑥) ορίζεται από ένα μονα-
δικό πολυώνυμο 𝑃 ∈ ℝ[𝑥1, … , 𝑥𝑛] με deg𝑃 ≤ 𝑚.
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Απόδειξη. (α) Ας υποθέσουμε πρώτα ότι 𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑘11 ⋯𝑥𝑘𝑛𝑛 , όπου 𝑘1, … , 𝑘𝑛 είναι φυσικοί αριθμοί με
𝑘1 +⋯+ 𝑘𝑛 = 𝑑 ≤ 𝑚. Θεωρούμε την απεικόνιση 𝑓 ∶ (𝔸𝑛)𝑚 →𝔸 με

𝑓((𝑥1,1, … , 𝑥𝑛,1), … , (𝑥1,𝑚, … , 𝑥𝑛,𝑚)) =
𝑘1!⋯ 𝑘𝑛!(𝑚 − 𝑑)!

𝑚!


𝐼1∪⋯∪𝐼𝑛⊆{1,…,𝑚}
𝐼𝑖∩𝐼𝑗=∅, 𝑖≠𝑗, |𝐼𝑗 |=𝑘𝑗

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝𝑖1∈𝐼1

𝑥1,𝑖1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⋯

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝𝑖𝑛∈𝐼𝑛

𝑥𝑛,𝑖𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Το πλήθος των όρων στο παραπάνω άθροισμα ισούται με το πλήθος των τρόπων κατά τους οποίους κάθε
υποσύνολο του {1, … ,𝑚} το οποίο αποτελείται από 𝑑 στοιχεία διαμερίζεται σε 𝑛 υποσύνολα ξένα μεταξύ τους
ανά δύο, 𝐼1, … , 𝐼𝑛 με |𝐼𝑗| = 𝑘𝑗. Ο αριθμός αυτός δίνεται από την ποσότητα


𝑚

𝑘1, … , 𝑘𝑛, 𝑚 − 𝑑 =
𝑚!

𝑘1!⋯ 𝑘𝑛!(𝑚 − 𝑑)! .

Ηαπεικόνιση 𝑓 είναι προφανώς συμμετρική. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι η 𝑓 είναι𝑚-ομοπαραλληλική απεικό-
νιση και στην περίπτωση όπου 𝑑 = 𝑚 είναι𝑚-γραμμική. Επίσης, για κάθε (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝔸𝑛, ισχύει:

𝑓((𝑥1, … , 𝑥𝑛), … , (𝑥1, … , 𝑥𝑛)) = 𝑥
𝑘1
1 ⋯𝑥𝑘𝑛𝑛 = 𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑛).

Αντοπολυώνυμο𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑛) είναι ομογενέςβαθμού𝑚, τότε είναι άθροισμαμονωνύμωντηςμορφής𝑎𝑘1,…,𝑘𝑛𝑥
𝑘1
1 ⋯𝑥𝑘𝑛𝑛 ,

με 𝑘1 + ⋯ + 𝑘𝑛 = 𝑚 και 𝑎𝑘1,…,𝑘𝑛 ∈ ℝ. Όπως είδαμε, για κάθε τέτοιο μονώνυμο υπάρχει μία συμμετρική 𝑚-
γραμμική απεικόνιση 𝑓𝑘1,…,𝑘𝑛 ∶ (ℝ𝑛)𝑚 → ℝ τέτοια, ώστε για κάθε 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 να ισχύει:

𝑓𝑘1,…,𝑘𝑛(𝑥, … , 𝑥) = 𝑥
𝑘1
1 ⋯𝑥𝑘𝑛𝑛 .

Οπότε, η πολυγραμμική απεικόνιση
𝑓 = 

𝑘1,…,𝑘𝑛
𝑎𝑘1,…,𝑘𝑛𝑓𝑘1,…,𝑘𝑛

έχει τη ζητουμένη ιδιότητα.
Ας είναι τώρα 𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ένα πολυώνυμο βαθμού ≤ 𝑚. Τότε, έχουμε:

𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 
𝑘1,…,𝑘𝑛

𝑎𝑘1,…,𝑘𝑛𝑥
𝑘1
1 ⋯𝑥𝑘𝑛𝑛 .

Καθώς είδαμε παραπάνω, για κάθε μονώνυμο 𝑥𝑘11 ⋯𝑥𝑘𝑛𝑛 υπάρχει μία συμμετρική𝑚-ομοπαραλληλική απεικό-
νιση 𝑓𝑘1,…,𝑘𝑛 ∶ (𝔸𝑛)𝑚 →𝔸 τέτοια, ώστε για κάθε 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ Α𝑛 να ισχύει:

𝑓𝑘1,…,𝑘𝑛(𝑥, … , 𝑥) = 𝑥
𝑘1
1 ⋯𝑥𝑘𝑛𝑛 .

Σύμφωνα με το Παράδειγμα 5.8, η απεικόνιση

𝑓 = 
𝑘1,…,𝑘𝑛

𝑎𝑘1,…,𝑘𝑛𝑓𝑘1,…,𝑘𝑛

είναι𝑚-ομοπαραλληλική. Επίσης, για κάθε 𝑥 ∈ 𝔸𝑛, ισχύει:

𝑓(𝑥, … , 𝑥) = 𝑝(𝑥).

Η μοναδικότητα της απεικόνισης 𝑓 είναι άμεση συνέπεια της Πρότασης 5.3.
(β) Η απεικόνιση 𝑝 ∶ 𝔸𝑛 → 𝔸 είναι εξ ορισμού μία ομοπαραλληλική πολυωνυμική απεικόνιση πολικού

βαθμού 𝑚. Από την Πρόταση 5.2 έπεται ότι υπάρχει πολυώνυμο 𝑃 ∈ ℝ[𝑥1, … , 𝑥𝑛] με deg𝑃 ≤ 𝑚 έτσι, ώστε
𝑝(𝑥) = 𝑃(𝑥), για κάθε 𝑥 ∈ 𝔸𝑛. Καθώς διαφορετικά πολυώνυμα του ℝ[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ορίζουν διαφορετικές απει-
κονίσεις, συμπεραίνουμε ότι το πολυώνυμο 𝑃 είναι μοναδικό.
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Παράδειγμα 6.5. Θεωρούμε το πολυώνυμο

𝑝(𝑥) = 𝑥3 + 2𝑥2 − 4𝑥 + 1.

Η απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸3 →𝔸 η οποία ορίζεται από τη σχέση

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1𝑥2𝑥3 +
2
3(𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥3𝑥1) −

4
3(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3) + 1

για κάθε (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝔸3, είναι μία συμμετρική 3-ομοπαραλληλική απεικόνιση. Επίσης, ισχύει:

𝑝(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑥, 𝑥), για κάθε 𝑥 ∈ 𝔸.

Παράδειγμα 6.6. Ας είναι το πολυώνυμο

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦.

Η απεικόνιση 𝑓 ∶ (ℝ2)2 → ℝ η οποία ορίζεται από τον τύπο

𝑓((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)) =
1
2(𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1) + 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2

είναι συμμετρική, 2-γραμμική και ισχύει:

𝑓((𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦)) = 𝑝(𝑥, 𝑦), για κάθε (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2.

Στην συνέχεια δίνουμε ένα χαρακτηρισμός των πολυωνυμικών καμπυλών:

Θεώρημα 6.2. Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης ≥ 2 και (𝑎0, … , 𝑎𝑛) ένα ομοπαραλληλικό του πλαί-
σιο. Θέτουμε �⃗�𝑖 = 𝑎0𝑎𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛). Τότε, μία απεικόνιση 𝐹 ∶ 𝔸 ↦ ℰ είναι πολυωνυμική καμπύλη πολικού
βαθμού𝑚, αν και μόνον αν υπάρχουν πολυώνυμα 𝐹𝑖(𝑡) ∈ ℝ[𝑡] (𝑖 = 1, … , 𝑛) με𝑚 ≥ max{deg 𝐹1, … ,deg 𝐹𝑛} έτσι,
ώστε να ισχύει:

𝐹(𝑡) = 𝑎0 + 𝐹1(𝑡)⃗𝑒1 +⋯+ 𝐹𝑛(𝑡)⃗𝑒𝑛, για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸.

Απόδειξη. Θεωρούμε την απεικόνιση

𝐹 ∶ 𝔸⟶ ℰ , 𝑡⟼ 𝑎0 + 𝐹1(𝑡)⃗𝑒1 +⋯+ 𝐹𝑛(𝑡)⃗𝑒𝑛,

όπου 𝐹𝑖(𝑥) ∈ ℝ[𝑥] (𝑖 = 1, … , 𝑛). Ας είναι 𝑚 ≥ max{deg 𝐹1, … ,deg 𝐹𝑛}. Θα δείξουμε ότι η 𝐹 είναι μία πο-
λυωνυμική καμπύλη βαθμού𝑚. Σύμφωνα με την Πρόταση 6.4, για κάθε 𝑖 = 1, … , 𝑛 υπάρχει μία συμμετρική
𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓𝑖 ∶ 𝔸𝑚 →𝔸 τέτοια, ώστε

𝐹𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑡, … , 𝑡), για κάθε 𝑡 ∈ Α.

Θεωρούμε την απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → ℰ η οποία ορίζεται από τη σχέση:

𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑚) = 𝑎0 + 𝑓1(𝑡1, … , 𝑡𝑚)⃗𝑒1 +⋯+ 𝑓𝑛(𝑡1, … , 𝑡𝑚)⃗𝑒𝑛,

για κάθε (𝑡1, … , 𝑡𝑚) ∈ 𝔸𝑚. Καθώς οι απεικονίσεις 𝑓𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛) είναι συμμετρικές, η απεικόνιση 𝑓 είναι
επίσης συμμετρική. Επιπλέον, ισχύει:

𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑡, … , 𝑡), για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸.
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Στη συνέχεια, θα δείξουμε ότι η 𝑓 είναι𝑚-ομοπαραλληλική. Ας είναι λοιπόν 𝑣1, … , 𝑣𝑘 ∈ 𝔸 και 𝜆1, … , 𝜆𝑘 ∈ ℝ
με 𝜆1 +⋯+ 𝜆𝑘 = 1. Τότε, έχουμε:

𝑓
𝑘

𝑗=1

𝜆𝑗𝑣𝑗, 𝑡2, … , 𝑡𝑚 = 𝑎0 +
𝑛

𝑖=1

𝑓𝑖
𝑘

𝑗=1

𝜆𝑗𝑣𝑗, 𝑡2, … , 𝑡𝑚𝑒𝑖

= 𝑎0 +
𝑛

𝑖=1


𝑘

𝑗=1

𝜆𝑗𝑓𝑖(𝑣𝑗, 𝑡2, … , 𝑡𝑚)𝑒𝑖

= 𝑎0 +
𝑘

𝑗=1

𝜆𝑗
𝑛

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑣𝑗, 𝑡2, … , 𝑡𝑚)⃗𝑒𝑖

=
𝑘

𝑗=1

𝜆𝑗𝑎0 +
𝑛

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑣𝑗, 𝑡2, … , 𝑡𝑚)⃗𝑒𝑖

=
𝑘

𝑗=1

𝜆𝑗𝑓(𝑣𝑗, 𝑡2, … , 𝑡𝑚).

Άρα, η αντιστοιχία 𝑡1 ↦ 𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑚) ορίζει μία ομοπαραλληλική απεικόνιση από το𝔸 στο ℰ . Το ίδιο ισχύει
και για τις υπόλοιπες μεταβλητές 𝑡2, … , 𝑡𝑚. Οπότε, η 𝑓 είναι𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση και κατά συνέπεια
η 𝐹 είναι μία πολυωνυμική καμπύλη πολικού βαθμού𝑚.

Αντιστρόφως, ας θεωρήσουμε μία πολυωνυμική καμπύλη βαθμού 𝑚, 𝐹 ∶ 𝔸 → ℰ , και την αντίστοιχη
πολική της μορφή 𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → ℰ . Ας είναι (𝑟, 𝑠) ομοπαραλληλικό πλαίσιο του𝔸. Από την Ενότητα 6.1 έχουμε:

𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑚) =
𝑚

𝑘=0

𝑝𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚)𝑏𝑘,

όπου
𝑝𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚) = 

𝐼∪𝐽=Σ𝑚
𝐼∩𝑗=∅,|𝐽|=𝑘


𝑖∈𝐼

𝑠 − 𝑡𝑖
𝑠 − 𝑟


𝑗∈𝐽

𝑡𝑗 − 𝑟
𝑠 − 𝑟 ,

και 𝑏0, … , 𝑏𝑚 είναι τα σημεία ελέγχου της 𝐹. Γράφουμε

𝑏𝑘 = 𝑎0 + 𝑏𝑘,1�⃗�1 +⋯+ 𝑏𝑘,𝑛�⃗�𝑛 (𝑘 = 0,… ,𝑚)

και έτσι έχουμε:

𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑡, … , 𝑡) = 𝑎0 +
𝑛

𝑖=1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑚

𝑘=0

𝑝𝑘(𝑡, … , 𝑡)𝑏𝑘,𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ �⃗�𝑖.

Θέτοντας

𝐹𝑖(𝑡) =
𝑚

𝑘=0

𝑝𝑘(𝑡, … , 𝑡)𝑏𝑘,𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛),

παίρνουμε:

𝐹(𝑡) = 𝑎0 + 𝐹1(𝑡)⃗𝑒1 +⋯+ 𝐹𝑛(𝑡)⃗𝑒𝑛, για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸.

Καθώς deg 𝑝𝑘 ≤ 𝑚 (𝑘 = 0,… ,𝑚), έχουμε deg 𝐹𝑖 ≤ 𝑚 (𝑖 = 1,… , 𝑛).

Πόρισμα 6.1. Οι πολυωνυμικές καμπύλες βαθμού𝑚 στο𝔸𝑛 (𝑛 ≥ 2) δίνονται από τις απεικονίσεις

𝐹 ∶ 𝔸⟶𝔸𝑛, 𝑡 ⟼ (𝑓1(𝑡), … , 𝑓𝑛(𝑡)),

όπου 𝑓𝑖(𝑡) ∈ ℝ[𝑡] με deg 𝑓𝑖 ≤ 𝑚 (𝑖 = 1,… , 𝑛).
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Παράδειγμα 6.7. Στο Παράδειγμα 6.1, είδαμε ότι η απεικόνιση 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3 με

𝐹(𝑡) = (𝑡 + 2𝑡2, 1 − 𝑡2, 3 + 2𝑡), ∀𝑡 ∈ 𝔸,

ορίζει μία πολυωνυμική καμπύλη πολικού βαθμού 2. Σύμφωνα με το Θεώρημα 6.2, καθώς ο μεγαλύτερος
βαθμός των πολυωνύμων τα οποία ορίζουν την 𝐹 είναι 2, ως πολικός βαθμός της 𝐹 μπορεί να θεωρηθεί κάθε
ακέραιος𝑚 ≥ 2.

Ας θεωρήσουμε την απεικόνιση 𝑔 ∶ 𝔸3 →𝔸3 με

𝑔(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =


1
3(𝜎1(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) + 2𝜎2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)), 1 −

1
3𝜎2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 3 +

2
3𝜎1(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) ,

για κάθε (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) ∈ 𝔸3, όπου 𝜎1 και 𝜎2 είναι οι στοιχειώδεις συμμετρικές απεικονίσεις. Η απεικόνιση 𝑔 είναι
συμμετρική, 3-ομοπαραλληλική και για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸 ισχύει 𝐹(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑡, 𝑡). Άρα, η 𝑔 είναι η 3-πολική μορφή
της 𝐹.

6.4 Μορφή του 𝐵�́�𝑧𝑖𝑒𝑟

Ας είναι 𝑟, 𝑠 ∈ 𝔸 με 𝑟 < 𝑠 και ℰ ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης ≥ 2 και 𝐹 ∶ 𝔸 → ℰ μία πολυωνυμική
καμπύλη πολικού βαθμού 𝑚. Αν 𝑏0, … , 𝑏𝑚 είναι τα σημεία ελέγχου της 𝐹, τότε, καθώς είδαμε στην Ενότητα
2.3, είναι δυνατόν η 𝐹 να τεθεί στην εξής μορφή:

𝐹(𝑡) =
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) 𝑏𝑘,

όπου

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) = 
𝑚
𝑘  

𝑠 − 𝑡
𝑠 − 𝑟


𝑚−𝑘

 𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟


𝑘
(𝑘 = 0,… ,𝑚).

Ορισμός 6.4. H παραπάνω μορφή της πολυωνυμικής καμπύλης 𝐹 καλείται μορφή του 𝐵�́�𝑧𝑖𝑒𝑟

Παρατηρούμε ότι η καμπύλη 𝐹 ορίζεται πλήρως από τα σημεία ελέγχου της που αντιστοιχούν στο ομοπα-
ραλληλικό πλαίσιο (𝑟, 𝑠).

Aν πάρουμε 𝑟 = 0 και 𝑠 = 1, τότε έχουμε την εξής απλούστερη μορφή:

𝐹(𝑡) =
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 (𝑡) 𝑏𝑘 =
𝑚

𝑘=0


𝑚
𝑘  (1 − 𝑡)

𝑚−𝑘 𝑡𝑘 𝑏𝑘.

Συμβολίζουμε μεℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚] την καμπύλη που ορίζεται από τα σημεία 𝑏0, … , 𝑏𝑚 επί του ομοπαραλ-
ληλικού πλαισίου (𝑟, 𝑠). Επίσης, συμβολίζουμε μεℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑡) το σημείο της καμπύλης που αντιστοιχεί
στο στοιχείο 𝑡 ∈ 𝔸.

Παράδειγμα 6.8. Θεωρούμε τα εξής σημεία του𝔸2:

𝑏0 = (2.388451, 7.322835), 𝑏1 = (7.610389, 7.974025),

𝑏2 = (8.701298, 3.454545), 𝑏3 = (5.298701, 4.337662).
Τα παραπάνω σημεία ορίζουν μία πολυωνυμική καμπύλη πολικού βαθμού 3, 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸2, επί του ομοπαραλ-
ληλικού πλαισίου (0, 1), η οποία δίνεται από τη σχέση 𝐹(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸, όπου

𝑥(𝑡) = −0.3624774𝑡3 − 12.39309𝑡2 + 15.66581𝑡 + 2.388451,

𝑦(𝑡) = 10.57327𝑡3 − 15.51202𝑡2 + 1.953574𝑡 + 7.322835.
Το σχήμα του τμήματος 𝐹(0, 1) δίνεται στο Σχήμα 6.4.
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Σχήμα 6.4: Το τμήμα της καμπύλης του Παραδείγματος 6.8.

Στη συνέχεια, θα δώσουμε μερικές βασικές ιδιότητες της μορφής του Bézier μίας πολυωνυμικής καμπύλης.

Αναλλοίωτη από Ομοπαραλληλικές Απεικονίσεις: Για κάθε ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝛼 ∶ ℰ → ℰ ′

ισχύει:

𝛼(ℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑡)) = ℬ(𝑟,𝑠)[𝛼(𝑏0), … , 𝛼(𝑏𝑚)](𝑡), ∀ 𝑡 ∈ 𝔸.

Πράγματι, από την Πρόταση 6.1 έχουμε

𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) = 1

και επομένως η τιμήℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑡) είναι ένα βαρύκεντρο των 𝑏0, … , 𝑏𝑚. Έτσι, επειδή η απεικόνιση 𝛼 είναι
ομοπαραλληλική, για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸, έχουμε:

𝛼(ℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑡)) = 𝛼
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡)𝑏𝑘

=
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡)𝛼(𝑏𝑘)

= ℬ(𝑟,𝑠)[𝛼(𝑏0), … , 𝛼(𝑏𝑚)](𝑡).

Επομένως, η εικόνα του ίχνους της ℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚] διά μέσου της 𝛼 είναι το ίχνος της καμπύλης ℬ(𝑟,𝑠)[𝛼(𝑏0), … , 𝛼(𝑏𝑚)].
Έτσι, αν θέλουμε να μετακινήσουμε μία καμπύλη με την εφαρμογή μίας ομοπαραλληλικής απεικόνισης, δεν

χρειάζεται να την εφαρμόσουμε σε κάθε σημείο της αλλά μόνο στα σημεία ελέγχου της με άμεση συνέπεια τη
σημαντική μείωση του αναγκαίου υπολογιστικού χρόνου.

Αναλλοίωτη από Μετασχηματισμούς της Παραμέτρου: H καμπύλη 𝐹(𝑡) σε μορφή του Bézier η οποία
ορίζεται από τα σημεία ελέγχου 𝑏0, … , 𝑏𝑚 επί του διαστήματος [𝑟, 𝑠] είναι η ίδια με την 𝐹((𝑡− 𝑟)/(𝑠− 𝑟)) η οποία
ορίζεται από τα 𝑏0, … , 𝑏𝑚 επί του [0, 1], δηλαδή ισχύει η σχέση:

ℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑡) = ℬ(0,1)[𝑏0, … , 𝑏𝑚] 
𝑡 − 𝑟
𝑡 − 𝑠

 .
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Πράγματι, έχουμε:

ℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑡) =
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡)𝑏𝑘

=
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 
𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟

 𝑏𝑘

= ℬ(0,1)[𝑏0, … , 𝑏𝑚] 
𝑡 − 𝑟
𝑡 − 𝑠

 .

Επίσης, για κάθε 𝑞 ∈ ℝ με 𝑞 > 0, ισχύει:

ℬ(𝑟,𝑟+𝑞)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑡) = ℬ(0,𝑞)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑡 − 𝑟).

Για την απόδειξη, έχουμε:

ℬ(𝑟,𝑟+𝑞)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑡) =
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑟 + 𝑞](𝑡)𝑏𝑘

=
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 
𝑡 − 𝑟
𝑞  𝑏𝑘

=
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [0, 𝑞](𝑡 − 𝑟)𝑏𝑘

= ℬ(0,𝑞)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑡 − 𝑟).

Ιδιότητα του Κυρτού Καλύμματος: Για κάθε 𝑡 ∈ [𝑟, 𝑠], το σημείο 𝐹(𝑡) ανήκει στο κυρτό κάλυμμα των
𝑏0, … , 𝑏𝑚.

Πράγματι, για κάθε 𝑡 ∈ [𝑟, 𝑠], έχουμε 𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) ≥ 0. Άρα, το σημείο 𝐹(𝑡) = ℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑡) είναι ένας
κυρτός συνδυασμός των 𝑏0, … , 𝑏𝑚 και επομένως ανήκει στο κυρτό κάλυμμά τους.

Παρεμβολή Ακραίων Σημείων:Τα σημεία 𝑏0 και 𝑏𝑚 είναι σημεία της καμπύλης 𝐹(𝑡).

Συμμετρία: Για κάθε 𝑡 ∈ [𝑟, 𝑠], ισχύει:

ℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑟 + 𝑠 − 𝑡) = ℬ(𝑟,𝑠)[𝑏𝑚, … , 𝑏0](𝑡).

Έχουμε:

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑟 + 𝑠 − 𝑡) =
𝑚

𝑘=0


𝑚
𝑘 
 𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟


𝑚−𝑘

 𝑠 − 𝑡
𝑠 − 𝑟


𝑘
= 𝐵𝑚𝑚−𝑘[𝑟, 𝑠](𝑡).

Έτσι, παίρνουμε:

ℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑟 + 𝑠 − 𝑡) =
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑟 + 𝑠 − 𝑡)𝑏𝑘

=
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑚−𝑘[𝑟, 𝑠](𝑡)𝑏𝑘

= ℬ(𝑟,𝑠)[𝑏𝑚, … , 𝑏0](𝑡).
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ΓραμμικήΑκρίβεια:Αν τα σημεία 𝑏0, … , 𝑏𝑚 ανήκουν σε μία ευθείαℒ τουℰ και τουλάχιστον δύο από αυτά
είναι διαφορετικά, τότε η καμπύλη 𝐹(𝑡) ταυτίζεται με την ευθείαℒ .

Πράγματι, καθώς τα σημεία της 𝐹(𝑡) είναι βαρυκεντρικοί συνδυασμοί των σημείων 𝑏0, … , 𝑏𝑚 τα οποία ανή-
κουν στην ευθείαℒ , τότε από τηνΠρόταση 1.6 έπεται ότι τα σημεία της 𝐹(𝑡) ανήκουν στηνℒ και επομένως
η καμπύλη 𝐹(𝑡) ταυτίζεται με την ευθείαℒ .

ΑύξησηΒαθμού:Ας είναι 𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → ℰ η πολική μορφή της καμπύλης 𝐹. Η 𝑓 μπορεί ν’ αντικατασταθεί με
μία άλλη πολική μορφή βαθμού𝑚+ 1 και κατά συνέπεια η καμπύλη 𝐹 να χαρακτηριστεί ως καμπύλη πολικού
βαθμού𝑚+ 1. Αυτό γίνεται εύκολα θεωρώντας την απεικόνιση 𝑔 ∶ 𝔸𝑚+1 → ℰ η οποία δίνεται από τη σχέση

𝑔(𝑡1, … , 𝑡𝑚+1) = 
1≤𝑖1<…<𝑖𝑚≤𝑚+1

1
𝑚 + 1 𝑓(𝑡𝑖1 , … , 𝑡𝑖𝑚).

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι η απεικόνιση 𝑔 είναι𝑚+1-ομοπαραλληλική, συμμετρική και για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸 ισχύει:

𝑔(𝑡, … , 𝑡) = 𝑓(𝑡, … , 𝑡) = 𝐹(𝑡).

Σ’ αυτή την περίπτωση τα σημεία ελέγχου της 𝐹, 𝑏10, … , 𝑏1𝑚+1, δίνονται από τις σχέσεις

𝑏10 = 𝑔(𝑟, … , 𝑟) = 𝑓(𝑟, … , 𝑟) = 𝑏0, 𝑏1𝑚+1 = 𝑔(𝑠, … , 𝑠) = 𝑓(𝑠, … , 𝑠) = 𝑏𝑚

και για κάθε 𝑖 = 1, … ,𝑚

𝑏1𝑖 = 𝑔(𝑟, … , 𝑟
𝑚+1−𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑖

)

= 𝑖
𝑚 + 1𝑓(𝑟, … , 𝑟

𝑚+1−𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑖−1

) + 𝑚 + 1 − 𝑖
𝑚 + 1 𝑓(𝑟, … , 𝑟

𝑚−𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑖

)

= 𝑖
𝑚 + 1𝑏𝑖−1 +

𝑚 + 1 − 𝑖
𝑚 + 1 𝑏𝑖.

Επαναλαμβάνοντας αυτή τη διαδικασία μπορούμε να μεγαλώσουμε τον βαθμό της πολικής μορφής της 𝐹 όσο
επιθυμούμε.

Παράδειγμα 6.9. Θεωρούμε την ομοπαραλληλική απεικόνιση ℎ ∶ 𝔸2 →𝔸2 με

ℎ(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦, 2𝑥 − 𝑦 + 1), για κάθε (𝑥, 𝑦) ∈ 𝔸2,

και το σύνολο
𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝔸2/ 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑥2}.

Θα δείξουμε ότι το ℎ(𝑆) είναι το ίχνος μίας πολυωνυμικής καμπύλης 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸2 πολικού βαθμού 3 και θα
προσδιορίσουμε τα σημεία ελέγχου της 𝐹 ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (0, 2) του𝔸.

Από τοΠαράδειγμα 6.4 έχουμε ότι το σύνολο𝑆 είναι το ίχνος της πολυωνυμικής καμπύλης πολικού βαθμού
3 η οποία ορίζεται από την απεικόνιση

𝐺 ∶ 𝔸 ⟶𝔸2, 𝑡 ⟼ (𝑡2 − 1, 𝑡(𝑡2 − 1)).

Τα σημεία ελέγχου της𝐺 ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (0, 2) είναι τα σημεία

𝑏0 = (−1, 0), 𝑏1 = (−1, −2/3), 𝑏2 = (1/3, −4/3), 𝑏3 = (3, 6).
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Καθώς η μορφή του Bézier είναι αναλλοίωτη από τις ομοπαραλληλικές απεικονίσεις, η εικόνα του 𝑆 διά
μέσου του ℎ είναι το ίχνος της καμπύλης 𝐹 = ℬ(0,2)[ℎ(𝑏0), ℎ(𝑏1), ℎ(𝑏2), ℎ(𝑏3)]. Τα σημεία ελέγχου της, ως προς
το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (2, 0), είναι τα σημεία

ℎ(𝑏0) = (−1, −1), ℎ(𝑏1) = (−4/3, −2/3),

ℎ(𝑏2) = (−4/3, 1/3), ℎ(𝑏3) = (0, 1).

Πιο συγκεκριμένα, η καμπύλη αυτή δίνεται από τη σχέση

𝐹(𝑡) =
3

𝑘=0

𝐵3𝑘[0, 2](𝑡) ℎ(𝑏𝑘) =
1
8(𝑡

3 + 2𝑡2 − 4𝑡 − 8, −𝑡3 + 4𝑡2 + 4𝑡 − 8).

Παράδειγμα 6.10. Θεωρούμε την πολυωνυμική καμπύλη

𝐹 ∶ 𝔸⟶𝔸3, 𝑡 ⟼ (𝑡3 + 1, 3𝑡 − 1, 6𝑡2).

Καθώς ο μέγιστος βαθμός των πολυωνύμων τα οποία αποτελούν την 𝐹 είναι 3, ο μικρότερος ακέραιος𝑚 για
τον οποίο υπάρχει μία 𝑚-πολική μορφή για την 𝐹 είναι 𝑚 = 3. H 3-πολική μορφή της 𝐹 είναι η απεικόνιση
𝑓 ∶ 𝔸3 ⟶𝔸3 η οποία ορίζεται ως εξής:

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = (𝑡1𝑡2𝑡3 + 1, 𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 − 1, 2(𝑡1𝑡2 + 𝑡2𝑡3 + 𝑡1𝑡3)), ∀ (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) ∈ 𝔸3.

H 4-πολική μορφή της 𝐹 είναι η απεικόνιση 𝑔 ∶ 𝔸4 ⟶𝔸3 η οποία ορίζεται από τη σχέση

𝑔(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
1
4𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) +

1
4𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡4) +

1
4𝑓(𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) +

1
4𝑓(𝑡1, 𝑡3, 𝑡4).

Έτσι, έχουμε:

𝑔(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
1
4(𝜎3(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) + 4, 3𝜎1(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) − 4, 4𝜎2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4)),

όπου 𝜎𝑖(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) (𝑖 = 1, 2, 3) είναι οι αντίστοιχες στοιχειώδεις συμμετρικές απεικονίσεις τουℝ4.
Τα σημεία ελέγχου της 𝐹, θεωρουμένης ως καμπύλης πολικού βαθμού 4, ως προς το ομοπαραλληλικό πλαί-

σιο (1, 2) είναι τα εξής:

𝑔(1, 1, 1, 1) = (2, 2, 6),
𝑔(1, 1, 1, 2) = (11/4, 11/4, 9),
𝑔(1, 1, 2, 2) = (4, 7/2, 13),
𝑔(1, 2, 2, 2) = (6, 17/4, 16),
𝑔(2, 2, 2, 2) = (9, 5, 24).

6.5 Ασκήσεις-Εργασίες

Ασκήσεις

6.5.1 Να δειχθεί ότι ισχύει:
𝐵𝑚𝑘 (𝑡) = (1 − 𝑡)𝐵𝑚−1𝑘 (𝑡) + 𝑡𝐵𝑛−1𝑘−1 (𝑡).

6.5.2 Να δειχθεί ότι ισχύει:

𝐵𝑚−1𝑘 (𝑡) = 𝑚 − 𝑘
𝑚 𝐵𝑚𝑘 (𝑡) +

𝑘 + 1
𝑚 𝐵𝑚𝑘+1(𝑡).
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6.5.3 Να δειχθεί ότι για 𝑡 = 𝑘/𝑚, το πολυώνυμο 𝐵𝑚𝑘 (𝑡) παίρνει τη μέγιστη τιμή του.

6.5.4 Θεωρούμε την πολυωνυμική καμπύλη

𝐹 ∶ 𝔸⟶𝔸2, 𝑡 ⟼ (3(𝑡 − 2)2 + 3, 3𝑡(𝑡 − 2)2 + 3𝑡).

Ναβρεθεί η 3-πολική μορφή𝑓 της𝐹 και τα σημεία ελέγχου της𝐹ως προς την𝑓 και το ομοπαραλληλικό
πλαίσιο 𝑟 = −1, 𝑠 = 1. Να γίνει το ίδιο και με την 4-πολική μορφή της 𝐹.

6.5.5 Θεωρούμε την πολυωνυμική καμπύλη

𝐹 ∶ 𝔸⟶𝔸3, 𝑡 ⟼ (𝑡, 𝑡2, 𝑡3),

Ναβρεθεί η 3-πολική μορφή𝑓 της𝐹 και τα σημεία ελέγχου της𝐹ως προς την𝑓 και το ομοπαραλληλικό
πλαίσιο 𝑟 = −2, 𝑠 = 3. Να γίνει το ίδιο και με την 5-πολική μορφή της 𝐹.

6.5.6 Ας είναι 𝐹 ∶ 𝔸⟶ ℰ μία πολυωνυμική καμπύλη πολικού βαθμού 3.Να δειχθεί ότι η πολική της μορφή
𝑓 ∶ 𝔸3 ⟶ℰ μπορεί να εκφραστεί ως

𝑓(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 1
24

27𝐹 
𝑢 + 𝑣 + 𝑤

3
 − 𝐹(𝑢 + 𝑣 − 𝑤) − 𝐹(𝑢 + 𝑤 − 𝑣) − 𝐹(𝑣 + 𝑤 − 𝑢) .

6.5.7 Ας είναι 𝐹 ∶ 𝔸⟶𝔸2 η πολυωνυμική καμπύλη με σημεία ελέγχου

𝑏0 = (−1, 1), 𝑏1 = (2, 0), 𝑏2 = (1, −1), 𝑏3 = (1, 2),

ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο 𝑟 = 0 και 𝑠 = 1. Να βρεθεί η 3-πολική μορφή της 𝐹, κατόπιν να
αυξηθεί κατά ένα ο βαθμός της και να βρεθούν τα σημεία ελέγχου που αντιστοιχούν στην αύξησή της.

6.5.8 Nα βρεθεί η πολική μορφή ελαχίστου βαθμού της πολυωνυμικής καμπύλης

𝐹 ∶ 𝔸⟶𝔸3, 𝑡 ⟼ (𝑡2 + 2, 3𝑡3 − 1, 6𝑡2 + 1).

Κατόπιν, ν’ αυξηθεί ο βαθμός της κατά ένα και να υπολογιστούν τα σημεία ελέγχου της ως προς την
πολική που θα προκύψει και το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (−1, 1).

6.5.9 Ας είναι 𝐹 μία πολυωνυμική καμπύλη η οποία ορίζεται από τα σημεία ελέγχου

𝑏0 = (0, 1, 1), 𝑏1 = (1, 0, 1), 𝑏2 = (0, 0, 1), 𝑏3 = (2, 2, 1), 𝑏4 = (−1, 2, 1),

ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (0, 1). Να βρεθούν τα σημεία ελέγχου που θα προκύψουν μετά
από αύξηση του βαθμού της 𝐹 κατά ένα.

6.5.10 Θεωρούμε το σύνολο
𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝔸2/ 𝑦 = 𝑥3 + 4𝑥}.

Ναδειχθεί ότι το σύνολο𝐶 είναι το ίχνος μίας πολυωνυμικής απεικόνισης 𝐹. Nα βρεθεί η πολική μορφή
της 𝐹 μικροτέρου βαθμού 𝑓 και να χρησιμοποιηθεί για να υπολογιστούν τα σημεία ελέγχου της 𝐹 ως
προς το πλαίσιο (−1, 1).

6.5.11 Ας είναι 𝐹 ∶ 𝔸 → ℰ μία πολυωνυμική καμπύλη πολικού βαθμού 3 με σημεία ελέγχου 𝑏10, 𝑏11, 𝑏12, 𝑏13. Να
δειχθεί ότι η 𝐹 έχει πολικό βαθμό 2 αν και μόνον αν ισχύει:

𝑏10 +
3
2
𝑏10𝑏11 = 𝑏13 +

3
2
𝑏13𝑏12.
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6.5.12 Θεωρούμε την ομοπαραλληλική απεικόνιση ℎ ∶ 𝔸2 →𝔸2 με

ℎ(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝑦 + 1, 𝑦 + 𝑥), για κάθε (𝑥, 𝑦) ∈ 𝔸2,

και το σύνολο
𝐺 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝔸2/ 𝑦 = 𝑥3 + 3𝑥2 − 1}.

Να δειχθεί ότι το ℎ(𝐺) είναι το ίχνος μίας πολυωνυμικής καμπύλης 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸2 πολικού βαθμού 3 και
να βρεθούν τα σημεία ελέγχου της 𝐹 ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (0, 1) του𝔸.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ ΚΑΙ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΚΑΜΠΥΛΩΝ

Σύνοψη
Σεαυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε τον αλγόριθμο του deCasteljau, τον αλγόριθμοΥποδιαίρεσης και τον
αλγόριθμο του deBoor. Επιπλέον, θ’ ασχοληθούμε με τις παραγώγους των καμπυλών καθώς και τη συνένωσή
τους. Για πιο εκτεταμένη μελέτη αυτών των θεμάτων ο αναγνώστης μπορεί ν’ απευθυνθεί στα συγγράμματα
τα οποία παρατίθενται στο τέλος του κεφαλαίου.

7.1 Αλγόριθμος του 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑠𝑡𝑒𝑙𝑗𝑎𝑢

Σ’ αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε τον αλγόριθμο του Paul de Faget de Casteljau τον οποίο ανέπτυξε το
1959, κατά τη διάρκεια της εργασίας του στη γνωστή αυτοκινητοβιομηχανία Citroën. Ο αλγόριθμος αυτός
είναι μία απλή αναδρομική μέθοδος για τον υπολογισμό των σημείων μίας καμπύλης 𝐹 ∶ 𝔸 → ℰ με τη χρήση
μόνο των σημείων ελέγχου της, 𝑏0, … , 𝑏𝑚, ως προς ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο (𝑟, 𝑠) (με 𝑟 < 𝑠). Αν και τα
σημεία της 𝐹(𝑡) μπορούν να υπολογιστούν από τη μορφή του Bézier της, ο αλγόριθμος αυτός είναι προτιμό-
τερος καθώς παρέχει υπολογιστικά πλεονεκτήματα (π.χ. πολύ εύκολη υλοποίηση, αριθμητική σταθερότητα)
και έτσι είναι από τις βασικότερες μεθόδους για τη σχεδίαση καμπυλών.

Για την καλύτερη κατανόησή του, θα παρουσιάσουμε τον αλγόριθμο πρώτα για τις περιπτώσεις𝑚 = 2, 3.

7.1.1 Η Περίπτωση 𝑚 = 2

Ας υποθέσουμε ότι η καμπύλη 𝐹 έχει πολικό βαθμό 2 και 𝑓 ∶ 𝔸2 → ℰ η πολική μορφή της. Θεωρούμε ότι τα
σημεία ελέγχου 𝑏0 = 𝑓(𝑟, 𝑟), 𝑏1 = 𝑓(𝑟, 𝑠), 𝑏2 = 𝑓(𝑠, 𝑠) που αντιστοιχούν στο ομοπαραλληλικό πλαίσιο (𝑟, 𝑠),
είναι γνωστά και θα προσδιορίσουμε το σημείο 𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑡), όπου 𝑡 ∈ 𝔸.

Καθώς 𝑡 ∈ 𝔸, υπάρχει 𝜆 ∈ ℝ τέτοιο, ώστε 𝑡 = (1 − 𝜆)𝑟 + 𝜆𝑠. Πιο συγκεκριμένα, έχουμε:

𝜆 = 𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟 .

Δόσπρα Π. και Πουλάκης Δ. (2022). «Ομοπαραλληλικοί Χώροι και ΓεωμετρικήΜοντελοποίηση».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. https://www.kallipos.gr/images/kalliposplus/A4/XelatexGuide.pdf
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Στη συνέχεια, υπολογίζουμε:

𝑓(𝑟, 𝑡) = 𝑓(𝑟, (1 − 𝜆)𝑟 + 𝜆𝑠) = (1 − 𝜆)𝑓(𝑟, 𝑟) + 𝜆𝑓(𝑟, 𝑠)

και
𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑓((1 − 𝜆)𝑟 + 𝜆𝑠, 𝑠) = (1 − 𝜆)𝑓(𝑟, 𝑠) + 𝜆𝑓(𝑠, 𝑠).

Επειδή η 𝑓 είναι συμμετρική, ισχύει 𝑓(𝑡, 𝑟) = 𝑓(𝑟, 𝑡). Οπότε, γνωρίζοντας τις τιμές 𝑓(𝑡, 𝑟) και 𝑓(𝑡, 𝑠) μπορούμε
να υπολογίσουμε:

𝑓(𝑡, 𝑡) = 𝑓(𝑡, (1 − 𝜆)𝑟 + 𝜆𝑠) = (1 − 𝜆)𝑓(𝑡, 𝑟) + 𝜆𝑓(𝑡, 𝑠).

Έτσι, προκύπτει το σημείο 𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑡).
Στον Πίνακα 1 παρουσιάζεται συνοπτικά ο αλγόριθμος για𝑚 = 2.

1 2
𝑓(𝑟, 𝑟)

𝑓(𝑟, 𝑡)
𝑓(𝑟, 𝑠) 𝑓(𝑡, 𝑡)

𝑓(𝑡, 𝑠)
𝑓(𝑠, 𝑠)

ΠΙΝΑΚΑΣ 1. Aλγόριθμος του 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑠𝑡𝑒𝑙𝑗𝑎𝑢 για𝑚 = 2.

Επίσης, στο παρακάτω σχήμα δίνεται μία παράσταση του αλγoρίθμου για 𝑚 = 2. Με 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2 έχουμε
συμβολίσει τα σημεία ελέγχου της καμπύλης.

Σχήμα 7.1: Aλγόριθμος του 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑠𝑡𝑒𝑙𝑗𝑎𝑢 για𝑚 = 2.

Παράδειγμα 7.1. Ας είναι

𝑏0 = (0, 1, 0), 𝑏1 = (1, 2, 3), 𝑏2 = (−2, 1, 0)

τα σημεία ελέγχου της καμπύλης πολικούβαθμού2,𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3, τα οποία αντιστοιχούν στο ομοπαραλληλικό
πλαίσιο (0, 1). Συμβολίζουμε με 𝑓 την πολική μορφή της 𝐹.

Θα υπολογίσουμε, χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο τουdeCasteljau, το σημείο της𝐹 πουαντιστοιχεί στην
τιμή 𝑡 = 3. Καθώς 𝜆 = (𝑡 − 0)/(1 − 0) = 3, έχουμε:

𝑓(0, 3) = (1 − 𝜆)𝑓(0, 0) + 𝜆𝑓(0, 1) = −2𝑏0 + 3𝑏1 = (3, 4, 9),

𝑓(3, 1) = (1 − 𝜆)𝑓(0, 1) + 𝜆𝑓(1, 1) = −2𝑏1 + 3𝑏2 = (−8, −1, −6).

Τέλος, υπολογίζουμε:

𝑓(3, 3) = −2(3, 4, 9) + 3(−8, −1, −6) = (−30, −11, −36).

Άρα 𝐹(3) = (−30, −11, −36).
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Γενικότερα, η μέθοδος αυτή είναι αποτελεσματική και για τον υπολογισμό της τιμής 𝑓(𝑡1, 𝑡2). Πράγματι,
τότε υπάρχουν 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ έτσι, ώστε

𝑡𝑖 = (1 − 𝜆𝑖)𝑟 + 𝜆𝑖𝑠 (𝑖 = 1, 2).

Υπολογίζουμε:
𝑓(𝑟, 𝑡1) = 𝑓(𝑟, (1 − 𝜆1)𝑟 + 𝜆1𝑠) = (1 − 𝜆1)𝑓(𝑟, 𝑟) + 𝜆1𝑓(𝑟, 𝑠)

και
𝑓(𝑡1, 𝑠) = 𝑓((1 − 𝜆1)𝑟 + 𝜆1𝑠, 𝑠) = (1 − 𝜆1)𝑓(𝑟, 𝑠) + 𝜆1𝑓(𝑠, 𝑠).

Καθώς 𝑓(𝑡1, 𝑟) = 𝑓(𝑟, 𝑡1) και οι τιμές 𝑓(𝑟, 𝑡1) και 𝑓(𝑡1, 𝑠) είναι γνωστές, μπορούμε να υπολογίσουμε

𝑓(𝑡1, 𝑡2) = 𝑓(𝑡1, (1 − 𝜆2)𝑟 + 𝜆2𝑠)) = (1 − 𝜆2)𝑓(𝑡1, 𝑟) + 𝜆2𝑓(𝑡1, 𝑠).

Η διαδικασία αυτή δίνεται συνοπτικά στον παρακάτω Πίνακα 2:

1 2
𝑓(𝑟, 𝑟)

𝑓(𝑟, 𝑡1)
𝑓(𝑟, 𝑠) 𝑓(𝑡1, 𝑡2)

𝑓(𝑡1, 𝑠)
𝑓(𝑠, 𝑠)

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.Υπολογισμός της τιμής 𝑓(𝑡1, 𝑡2).

7.1.2 Η Περίπτωση 𝑚 = 3

Ας υποθέσουμε ότι η καμπύλη 𝐹 έχει πολικό βαθμό 3 και ας είναι 𝑓 ∶ 𝔸3 → ℰ η πολική μορφή της. Θεωρούμε
ότι τα σημεία ελέγχου της, 𝑏0 = 𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑟), 𝑏1 = 𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑠), 𝑏2 = 𝑓(𝑟, 𝑠, 𝑠), 𝑏3 = 𝑓(𝑠, 𝑠, 𝑠), τα οποία αντιστοιχούν
στο ομοπαραλληλικό πλαίσιο (𝑟, 𝑠), είναι γνωστά και θα υπολογίσουμε το σημείο 𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑡), όπου 𝑡 ∈ 𝔸.

Θέτουμε

𝜆 = 𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟

και έχουμε 𝑡 = (1 − 𝜆)𝑟 + 𝜆𝑠. Τα βήματα του αλγορίθμου είναι τα εξής:

1. Υπολογίζουμε:

(α) 𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑡) = 𝑓(𝑟, 𝑟, (1 − 𝜆)𝑟 + 𝜆𝑠) = (1 − 𝜆)𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑟) + 𝜆𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑠),
(β) 𝑓(𝑟, 𝑡, 𝑠) = 𝑓(𝑟, (1 − 𝜆)𝑟 + 𝜆𝑠, 𝑠) = (1 − 𝜆)𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑠) + 𝜆𝑓(𝑟, 𝑠, 𝑠),
(γ) 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑠) = 𝑓((1 − 𝜆)𝑟 + 𝜆𝑠, 𝑠, 𝑠) = (1 − 𝜆)𝑓(𝑟, 𝑠, 𝑠) + 𝜆𝑓(𝑠, 𝑠, 𝑠).

2. Υπολογίζουμε:

(α) 𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑟) = 𝑓(𝑡, (1 − 𝜆)𝑟 + 𝜆𝑠, 𝑟) = (1 − 𝜆)𝑓(𝑡, 𝑟, 𝑟) + 𝜆𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑟),
(β) 𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑠) = 𝑓(𝑡, (1 − 𝜆)𝑟 + 𝜆𝑠, 𝑠) = (1 − 𝜆)𝑓(𝑡, 𝑟, 𝑠) + 𝜆𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑠).

3. Υπολογίζουμε:

𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑡, (1 − 𝜆)𝑟 + 𝜆𝑠) = (1 − 𝜆)𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑟) + 𝜆𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑠).

Kαθώς 𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑟, 𝑟), 𝑓(𝑟, 𝑡, 𝑠) = 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑟) και 𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑠) = 𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑠), η παραπάνω διαδικασία μας δίνει την
τιμή 𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑡).

O Πίνακας 3 παρουσιάζει συνοπτικά τον αλγόριθμο του de Casteljau για𝑚 = 3.
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1 2 3
𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑟)

𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑡)
𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑠) 𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑟)

𝑓(𝑟, 𝑡, 𝑠) 𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑡)
𝑓(𝑟, 𝑠, 𝑠) 𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑠)

𝑓(𝑡, 𝑠, 𝑠)
𝑓(𝑠, 𝑠, 𝑠)

ΠΙΝΑΚΑΣ 3. Aλγόριθμος του 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑠𝑡𝑒𝑙𝑗𝑎𝑢 για𝑚 = 3.

Το επόμενο σχήμα δίνει μία παράσταση του αλγορίθμου για 𝑚 = 3. Τα σημεία 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2 και 𝑏3 είναι τα
σημεία ελέγχου της καμπύλης.

Σχήμα 7.2: Aλγόριθμος του 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑠𝑡𝑒𝑙𝑗𝑎𝑢 για𝑚 = 3.

Όπως και στην περίπτωση 𝑚 = 2, η διαδικασία αυτή μπορεί να γενικευτεί για τον υπολογισμό της τιμής
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3). Την παρουσιάζουμε συνοπτικά στον παρακάτω Πίνακα 4.

1 2 3
𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑟)

𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑡1)
𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑠) 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑟)

𝑓(𝑟, 𝑡1, 𝑠) 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)
𝑓(𝑟, 𝑠, 𝑠) 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑠)

𝑓(𝑡1, 𝑠, 𝑠)
𝑓(𝑠, 𝑠, 𝑠)

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.Υπολογισμός της τιμής 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3).

Παράδειγμα 7.2. Θεωρούμε τα σημεία του𝔸3:

𝑏0 = (1, 0, 0), 𝑏1 = (0, 2, 1), 𝑏2 = (−1, 1, −1), 𝑏3 = (2, 3, 0).

Ας είναι 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3 η καμπύλη πολικού βαθμού 3 με σημεία ελέγχου τα 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 τα οποία αντιστοιχούν
στο ομοπαραλληλικό πλαίσιο (0, 1) και 𝑓 ∶ 𝔸3 →𝔸3 η πολική μορφή της.

Θα χρησιμοποιήσουμε τον αλγόριθμο του de Casteljau για να υπολογίσουμε το σημείο 𝐹(2). Έχουμε 2 =
−1 ⋅ 0 + 2 ⋅ 1. Υπολογίζουμε:

𝑓(0, 0, 2) = −𝑓(0, 0, 0) + 2𝑓(0, 0, 1) = −(1, 0, 0) + 2(0, 2, 1) = (−1, 4, 2),
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𝑓(0, 2, 1) = −𝑓(0, 0, 1) + 2𝑓(0, 1, 1) = −(0, 2, 1) + 2(−1, 1, −1) = (−2, 0, −3),

𝑓(2, 1, 1) = −𝑓(0, 1, 1) + 2𝑓(1, 1, 1) = −(−1, 1, −1) + 2(2, 3, 0) = (5, 5, 1).

Κατόπιν, υπολογίζουμε:

𝑓(2, 2, 0) = −(−1, 4, 2) + 2(−2, 0, −3) = (−3, −4, −8)

και
𝑓(2, 2, 1) = −(−2, 0, −3) + 2(5, 5, 1) = (12, 10, 5).

Τελικά, παίρνουμε:

𝐹(2) = 𝑓(2, 2, 2) = −(−3, −4, −8) + 2(12, 10, 5) = (27, 24, 18).

7.1.3 Η Γενική Περίπτωση

Τέλος, θα παρουσιάσουμε τον αλγόριθμο του de Casteljau στη γενική περίπτωση.

Αλγόριθμος 7.1. Αλγοριθμος του de Casteljau.
Είσοδος:Μία καμπύλη 𝐹 πολικού βαθμού𝑚, τα σημεία ελέγχου 𝑏0, … , 𝑏𝑚 της 𝐹 ως προς ένα ομοπαραλληλικό
πλαίσιο (𝑟, 𝑠) του𝔸 και 𝑡 ∈ 𝔸.
Έξοδος:Το σημείο 𝐹(𝑡).

1. Θέτουμε 𝑏𝑖,0 = 𝑏𝑖 (𝑖 = 0,… ,𝑚).

2. Για 𝑗 = 1, … ,𝑚 και 𝑖 = 0,… ,𝑚 − 𝑗, υπολογίζουμε:

𝑏𝑖,𝑗 =
𝑠 − 𝑡
𝑠 − 𝑟 𝑏𝑖,𝑗−1 +

𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟 𝑏𝑖+1,𝑗−1.

3. Eξάγουμε το σημείο 𝑏0,𝑚.

Απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου.Ας είναι 𝑓 η πολική μορφή της καμπύλης 𝐹. Θα δείξουμε ότι για κάθε
𝑗 = 1, … ,𝑚 ισχύει:

𝑏𝑖,𝑗 = 𝑓(𝑡, … , 𝑡
𝑗

, 𝑟, … , 𝑟
𝑚−𝑖−𝑗

, 𝑠, … , 𝑠
𝑖

) (𝑖 = 0,… ,𝑚 − 𝑗).

Έχουμε:

𝜆 = 𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟 .

Ας είναι 𝑗 = 1. Για 𝑖 = 0,… ,𝑚 − 1, ισχύει:

𝑏𝑖,1 = 𝑠 − 𝑡
𝑠 − 𝑟 𝑏𝑖,0 +

𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟 𝑏𝑖+1,0

= (1 − 𝜆) 𝑏𝑖 + 𝜆 𝑏𝑖+1
= (1 − 𝜆)𝑓(𝑟, … , 𝑟

𝑚−𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑖

) + 𝜆𝑓(𝑟, … , 𝑟
𝑚−𝑖−1

, 𝑠, … , 𝑠
𝑖+1

)

= 𝑓((1 − 𝜆)𝑟 + 𝜆𝑠, 𝑟, … , 𝑟
𝑚−𝑖−1

, 𝑠, … , 𝑠
𝑖

)

= 𝑓(𝑡, 𝑟, … , 𝑟
𝑚−𝑖−1

, 𝑠, … , 𝑠
𝑖

).
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Υποθέτουμε ότι η ισότητα ισχύει για 𝑗 = 𝑘 < 𝑚. Τότε, έχουμε:

𝑏𝑖,𝑘+1 = 𝑠 − 𝑡
𝑠 − 𝑟 𝑏𝑖,𝑘 +

𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟 𝑏𝑖+1,𝑘

= (1 − 𝜆)𝑓(𝑡, … , 𝑡
𝑘

, 𝑟, … , 𝑟
𝑚−𝑖−𝑘

, 𝑠, … , 𝑠
𝑖

) + 𝜆𝑓(𝑡, … , 𝑡
𝑘

, 𝑟, … , 𝑟
𝑚−𝑖−𝑘−1

, 𝑠, … , 𝑠
𝑖+1

)

= 𝑓(𝑡, … , 𝑡
𝑘

, (1 − 𝜆)𝑟 + 𝜆𝑠, 𝑟, … , 𝑟
𝑚−𝑖−𝑘−1

, 𝑠, … , 𝑠
𝑖

)

= 𝑓(𝑡, … , 𝑡
𝑘+1

, 𝑟, … , 𝑟
𝑚−𝑖−𝑘−1

, 𝑠, … , 𝑠
𝑖

).

Άρα, η προς απόδειξη ισότητα ισχύει για κάθε 𝑗 = 1, … ,𝑚 και επομένως έχουμε 𝑏0,𝑚 = 𝑓(𝑡, … , 𝑡) = 𝐹(𝑡).

Ο υπολογισμός του 𝑏0,𝑚 = 𝑓(𝑡, … , 𝑡) παρουσιάζεται συνοπτικά παρακάτω:

0 1 … 𝑗 − 1 𝑗 … 𝑚 − 1 𝑚
𝑏0,0

𝑏0,1
𝑏1,0

⋱
𝑏0,𝑗−1

𝑏0,𝑗
⋮

𝑏𝑖,𝑗−1
𝑏𝑖,𝑗

𝑏𝑖+1,𝑗−1
⋮

𝑏0,𝑚−1
𝑏0,𝑚

𝑏1,𝑚−1
⋮

𝑏𝑚−𝑗,𝑗
𝑏𝑚−𝑗+1,𝑗−1

⋱
𝑏𝑚−1,0

𝑏𝑚−1,1
𝑏𝑚,0

ΠΙΝΑΚΑΣ 5. Aλγόριθμος του 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑠𝑡𝑒𝑙𝑗𝑎𝑢.

Γεωμετρικά, ο αλγόριθμος μπορεί να παρασταθεί με τις εξής𝑚 τεθλασμένες γραμμές:

(𝑏0,0, 𝑏1,0), (𝑏1,0, 𝑏2,0), (𝑏2,0, 𝑏3,0) … , (𝑏𝑚−2,0, 𝑏𝑚−1,0), (𝑏𝑚−1,0, 𝑏𝑚,0)

(𝑏0,1, 𝑏1,1), (𝑏1,1, 𝑏2,1), (𝑏2,1, 𝑏3,1), … , (𝑏𝑚−2,1, 𝑏𝑚−1,1)

(𝑏0,2, 𝑏1,2), (𝑏1,2, 𝑏2,2), … , (𝑏𝑚−3,2, 𝑏𝑚−2,2)

… … …

(𝑏0,𝑚−2, 𝑏1,𝑚−2), (𝑏1,𝑚−2, 𝑏2,𝑚−2)

(𝑏0,𝑚−1, 𝑏1,𝑚−1).



ΟΜΟΠΑΡΑΛΛΗΛΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ ΚΑΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ 107

Ορισμός 7.1. Οι παραπάνω γραμμές μαζί με το σημείο 𝑏0,𝑚 σχηματίζουν το διάγραμμα του 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑠𝑡𝑒𝑙𝑗𝑎𝑢 για
τον υπολογισμό του 𝑏0,𝑚 = 𝐹(𝑡).Ηπρώτηγραμμή τουδιαγράμματος καλείταιπολύγωνο ελέγχου του τμήματος
ℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚]([𝑟, 𝑠]).

7.2 Αλγόριθμος Υποδιαίρεσης

Σ’ αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε μία αποτελεσματική μέθοδο η οποία μας επιτρέπει να προσεγγίσουμε
ένα τμήμα μία πολυωνυμικής καμπύλης με μία πολυγωνική γραμμή αρκετά<<γρήγορα>>. Ας είναι 𝐹 ∶ 𝔸 →
ℰ η πολυωνυμική καμπύλη πολικού βαθμού𝑚 που ορίζεται από τα σημεία 𝑏0, … , 𝑏𝑚 επί του ομοπαραλληλικού
πλαισίου (𝑟, 𝑠) και 𝑓 η πολική της μορφή. Θεωρούμε το διάγραμμα του de Casteljau για τον υπολογισμό του
σημείου 𝐹(𝑡), όπου 𝑡 ∈ 𝔸, το οποίο παρουσιάσαμε στην προηγουμένη ενότητα.

Πρόταση 7.1. Ας είναι 𝑡 ∈ 𝔸 με 𝑟 < 𝑡 < 𝑠. Τότε, για κάθε 𝑢 ∈ 𝔸, ισχύει:

ℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑢) = ℬ(𝑟,𝑡)[𝑏0,0, … , 𝑏0,𝑗, … , 𝑏0,𝑚](𝑢)
= ℬ(𝑡,𝑠)[𝑏0,𝑚, … , 𝑏𝑚−𝑗,𝑗, … , 𝑏𝑚,0](𝑢).

Απόδειξη. Ας είναι 𝑔 η πολική μορφή της καμπύλης που ορίζεται από τα σημεία 𝑏0,0, … , 𝑏0,𝑗, … , 𝑏0,𝑚 επί του
ομοπαραλληλικού πλαισίου (𝑟, 𝑡). Για κάθε 𝑗 = 0,… ,𝑚, ισχύει:

𝑔(𝑡, … , 𝑡
𝑗

, 𝑟, … , 𝑟
𝑚−𝑗

) = 𝑏0,𝑗 = 𝑓(𝑡, … , 𝑡
𝑗

, 𝑟, … , 𝑟
𝑚−𝑗

).

Καθώς είδαμε στην Ενότητα 6.1, οι απεικονίσεις 𝑓 και 𝑔 ορίζονται πλήρως από τις παραπάνω τιμές τους και
κατά συνέπεια έπεται ότι 𝑓 = 𝑔. Επομένως, για κάθε 𝑢 ∈ 𝔸, έχουμε:

ℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚](𝑢) = ℬ(𝑟,𝑡)[𝑏0,0, … , 𝑏0,𝑗, … , 𝑏0,𝑚](𝑢).

Με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε πως ισχύει και η δεύτερη ισότητα.

Ορισμός 7.2. Για κάθε 𝑡 ∈ [𝑟, 𝑠], τα τμήματα της καμπύλης 𝐹,

ℬ(𝑟,𝑡)[𝑏0,0, … , 𝑏0,𝑗, … , 𝑏0,𝑚]([𝑟, 𝑡]), ℬ(𝑡,𝑠)[𝑏0,𝑚, … , 𝑏𝑚−𝑗,𝑗, … , 𝑏𝑚,0]([𝑡, 𝑠]),

καλούνται μία υποδιαίρεση του τμήματοςℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚]([𝑟, 𝑠]) που αντιστοιχεί στην τιμή 𝑡.

Η υποδιαίρεση ενός τμήματος καμπύλης που είδαμε παραπάνω μπορεί να επαναληφθεί αναδρομικά για
καθένα από τα δύο τμήματα στα οποία διαιρέθηκε το αρχικό τμήμα. Τα διαδοχικά σημεία ελέγχου τα οποία θα
προκύψουν δίνουν μία πολυγωνική γραμμή η οποία συγκλίνει γρήγορα στο αρχικό τμήμα. Στη συνέχεια θα
δούμε πιο συστηματικά αυτή τη διαδικασία.

Θα υποθέσουμε στη συνέχεια πιο απλά ότι 𝑟 = 0 και 𝑠 = 1.

Αλγόριθμος 7.2. Αλγόριθμος Υποδιαίρεσης.
Είσοδος:Το τμήμα καμπύληςℬ(0,1)[𝑏0, … , 𝑏𝑚]([0, 1]) και ένας φυσικός 𝑛.
Έξοδος:Μία πολυγωνική γραμμή Π𝑛 η οποία είναι ένωση 2𝑛 πολυγώνων ελέγχου ισαρίθμων τμημάτων του
Bézier τουℬ(0,1)[𝑏0, … , 𝑏𝑚]([0, 1]) των οποίων τα ακραία σημεία ανήκουν στην καμπύλη 𝐹.

1. Υπολογίζουμε τοσημείο 𝑏0,𝑚 = 𝐹(1/2)και θεωρούμε τηνυποδιαίρεση του τμήματοςℬ(0,1)[𝑏0, … , 𝑏𝑚]([0, 1])
η οποία αποτελείται από τα τμήματα

ℬ(0,1/2)[𝑏0,0, … , 𝑏0,𝑗, … , 𝑏0,𝑚]([0, 1/2])

και
ℬ(1/2,1)[𝑏0,𝑚, … , 𝑏𝑚−𝑗,𝑗, … , 𝑏𝑚,0]([1/2, 1]).
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2. Υπολογίζουμε τα σημεία 𝐹(1/4), 𝐹(3/4) και στη συνέχεια θεωρούμε τις υποδιαιρέσεις των τμημάτων
ℬ(0,1/2)[𝑏0,0, … , 𝑏0,𝑗, … , 𝑏0,𝑚]([0, 1/2]) και ℬ(1/2,1)[𝑏0,𝑚, … , 𝑏𝑚−𝑗,𝑗, … , 𝑏𝑚,0]([1/2, 1]) οι οποίες αντιστοι-
χούν στις τιμές 𝑡 = 1/4, 3/4.

3. Συνεχίζουμε αυτή τη διαδικασία και στο 𝑛-οστό βήμα έχουμε υπολογίσει 2𝑛 τμήματα του Bézier των
οποίων τα ακραία σημεία είναι τα σημεία 𝐹(𝑘/2𝑛) (𝑘 = 0,… , 2𝑛) της καμπύλης 𝐹. Έτσι, έχουμε κατα-
σκευάσει 2𝑛 πολύγωνα ελέγχου των οποίων η ένωση σχηματίζει ένα πολύγωνοΠ𝑛 με𝑚2𝑛+1 κορυφές.

4. Εξάγουμε το πολύγωνοΠ𝑛.

Πιο συγκεκριμένα, αν το τμήμαℬ(0,1)[𝑏0, … , 𝑏𝑚]([0, 1]) της 𝐹 είναι ένωση των τμημάτων

ℬ(𝑖/2𝑛,(𝑖+1)/2𝑛)[𝑎𝑖,0, … , 𝑎𝑖,𝑚]([𝑖/2𝑛, (𝑖 + 1)/2𝑛]) (𝑖 = 0,… , 2𝑛 − 1)

με αυτή τη σειρά, τότε το Π𝑛 είναι συνένωση των αντίστοιχων πολυγώνων ελέγχου 𝑃𝑖 (𝑖 = 0,… , 2𝑛 − 1) τα
οποία ορίζονται από τις σχέσεις:

𝑃𝑖(𝑢) = (𝑖𝑚 + 𝑗 + 1 − 𝑚2𝑛𝑢)𝑎𝑖,𝑗 + (𝑚2𝑛𝑢 − 𝑖𝑚 − 𝑗)𝑎𝑖,𝑗+1,

με 𝑢 ∈ Δ𝑖,𝑗, όπου

Δ𝑖,𝑗 = 
𝑖
2𝑛 +

𝑗
𝑚2𝑛 ,

𝑖
2𝑛 +

𝑗 + 1
𝑚2𝑛  (𝑗 = 0,… ,𝑚 − 1).

Υπενθυμίζουμε ότι καλούμε μήκος ενός διανύσματος 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) τουℝ𝑛 την ποσότητα

‖𝑥‖ = √𝑥
2
1 +⋯+ 𝑥2𝑛.

Βασικές ιδιότητες του μέτρου ενός διανύσματος δίνονται παρακάτω:
(α) 0 ≤ ‖𝑥‖ < ∞, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ𝑛,
(β) ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 0,
(γ) ‖𝑎𝑥‖ = |𝑎|‖𝑥‖, για κάθε 𝑎 ∈ ℝ και 𝑥 ∈ ℝ𝑛,
(δ) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖, για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 (τριγωνική ανισότητα).

Πρόταση 7.2. Ας υποθέσουμε ότι ℰ = 𝔸𝑞. Τότε, ισχύει:

max
0≤𝑢≤1

‖⃗Π𝑛(𝑢)𝐹(𝑢)‖ ≤
𝐶
2𝑛 ,

όπου 𝐶 είναι μία σταθερά ανεξάρτητη από τον 𝑛.

Απόδειξη. Θεωρούμε τα τμήματαℬ(0,1/2)[𝑏0,0, … , 𝑏0,𝑗, … , 𝑏0,𝑚]([0, 1/2])καιℬ(1/2,1)[𝑏0,𝑚, … , 𝑏𝑚−𝑗,𝑗, … , 𝑏𝑚,0]([1/2, 1])
τουℬ(0,1)[𝑏0, … , 𝑏𝑚]([0, 1]). Θέτουμε:

𝑀 = max
𝑗∈{1,…,𝑚}

‖ 𝑏𝑗−1,0𝑏𝑗,0‖.

Θα δείξουμε ότι για 𝑗 = 1, … ,𝑚 ισχύει:

‖ 𝑏0,𝑗−1𝑏0,𝑗‖ ≤ 𝑀 και ‖𝑏𝑚−𝑗,𝑗𝑏𝑚−𝑗+1,𝑗−1‖ ≤ 𝑀.

Για τον σκοπό αυτό θα δείξουμε πρώτα, χρησιμοποιώντας επαγωγή, ότι ισχύει:

‖ 𝑏𝑖,𝑘𝑏𝑖+1,𝑘‖ ≤ 𝑀 (𝑘 = 0,… ,𝑚 − 1, 𝑖 = 0,… ,𝑚 − 𝑘).
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Για 𝑘 = 0 προφανώς ισχύει. Υποθέτουμε ότι ισχύει για 𝑘 = 𝑙, δηλαδή έχουμε:

‖ 𝑏𝑖,𝑙𝑏𝑖+1,𝑙‖ ≤ 𝑀 (𝑖 = 0,… ,𝑚 − 𝑙).

Θα δείξουμε ότι ισχύει για 𝑘 = 𝑙 + 1. Από τις σχέσεις

𝑏𝑖,𝑙+1 =
1
2𝑏𝑖,𝑙 +

1
2𝑏𝑖+1,𝑙 και 𝑏𝑖+1,𝑙+1 =

1
2𝑏𝑖+1,𝑙 +

1
2𝑏𝑖+2,𝑙,

παίρνουμε:
𝑏𝑖,𝑙+1𝑏𝑖,𝑙 =

1
2
𝑏𝑖+1,𝑙𝑏𝑖,𝑙 και ⃗𝑏𝑖+1,𝑙𝑏𝑖+1,𝑙+1 =

1
2
⃗𝑏𝑖+1,𝑙𝑏𝑖+2,𝑙.

Επομένως, ισχύει:

⃗𝑏𝑖,𝑙+1𝑏𝑖+1,𝑙+1 = ⃗𝑏𝑖,𝑙+1𝑏𝑖+1,𝑙 + ⃗𝑏𝑖+1,𝑙𝑏𝑖+1,𝑙+1 =
1
2
− 𝑏𝑖+1,𝑙𝑏𝑖,𝑙 + ⃗𝑏𝑖+1,𝑙𝑏𝑖+2,𝑙 .

Έτσι, από την υπόθεση της επαγωγής προκύπτει:

‖⃗𝑏𝑖,𝑙+1𝑏𝑖+1,𝑙+1‖ ≤ 𝑀.

Για κάθε 𝑗 = 0,… ,𝑚 − 1 έχουμε:

𝑏0,𝑗+1 =
1
2 𝑏0,𝑗 +

1
2𝑏1,𝑗 και 𝑏𝑚−𝑗,𝑗 =

1
2 𝑏𝑚−𝑗,𝑗−1 +

1
2𝑏𝑚−𝑗+1,𝑗−1.

Eπομένως, ισχύει:

𝑏0,𝑗𝑏0,𝑗+1 =
1
2
𝑏0,𝑗𝑏1,𝑗 και 𝑏𝑚−𝑗,𝑗𝑏𝑚−𝑗+1,𝑗−1 =

1
2
𝑏𝑚−𝑗,𝑗−1𝑏𝑚−𝑗+1,𝑗−1.

Συνδυάζοντας αυτές τις σχέσεις με τις παραπάνω ανισότητες, παίρνουμε:

‖ 𝑏0,𝑗−1𝑏0,𝑗‖ ≤
𝑀
2 , ‖𝑏𝑚−𝑗+1,𝑗−1𝑏𝑚−𝑗,𝑗‖ ≤

𝑀
2 (𝑗 = 1, … ,𝑚).

Επομένως, οι πλευρές του πολυγώνουΠ𝑛 έχουν μήκος ≤ 𝑀/2𝑛.
Ας υποθέσουμε ότι το τμήμαℬ(0,1)[𝑏0, … , 𝑏𝑚]([0, 1]) της 𝐹 είναι ένωση των τμημάτων

ℬ(𝑖/2𝑛,(𝑖+1)/2𝑛)[𝑎𝑖,0, … , 𝑎𝑖,𝑚]([𝑖/2𝑛, (𝑖 + 1)/2𝑛]) (𝑖 = 0,… , 2𝑛 − 1)

με αυτή τη σειρά. Έτσι, τοΠ𝑛 είναι συνένωση των αντίστοιχων πολυγώνων ελέγχου 𝑃𝑖 (𝑖 = 0,… , 2𝑛 − 1) τα
οποία ορίζονται από τις σχέσεις:

𝑃𝑖(𝑢) = (𝑖𝑚 + 𝑗 + 1 − 𝑚2𝑛𝑢)𝑎𝑖,𝑗 + (𝑚2𝑛𝑢 − 𝑖𝑚 − 𝑗)𝑎𝑖,𝑗+1,

με 𝑢 ∈ Δ𝑖,𝑗, όπου

Δ𝑖,𝑗 = 
𝑖
2𝑛 +

𝑗
𝑚2𝑛 ,

𝑖
2𝑛 +

𝑗 + 1
𝑚2𝑛  (𝑗 = 0,… ,𝑚 − 1).

Ας είναι 𝑢 ∈ [0, 1]. Τότε υπάρχουν ακέραιοι 𝑖 ∈ {0, … , 2𝑛 − 1} και 𝑗 ∈ {0, … ,𝑚 − 1} έτσι, ώστε 𝑢 ∈ Δ𝑖,𝑗.
Τo τμήμα 𝐹([𝑖/2𝑛, (𝑖 + 1)/2𝑛]) είναι υποσύνολο του κυρτού καλύμματος των 𝑎𝑖,0, … , 𝑎𝑖,𝑚. Οπότε, υπάρχουν
𝜆0, … , 𝜆𝑚 ∈ ℝ με 𝜆0 +⋯+ 𝜆𝑚 = 1 και 𝜆𝑖 ≥ 0 (𝑖 = 0,… ,𝑚) έτσι, ώστε

𝐹(𝑢) = 𝜆0𝑎𝑖,0 +⋯+ 𝜆𝑚𝑎𝑖,𝑚.
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Καθώς ισχύει:

𝐹(𝑢) = 𝑃𝑖(𝑢) +
𝑚

𝑙=0

𝜆𝑙 𝑃𝑖(𝑢)𝑎𝑖,𝑙,

παίρνουμε:

⃗𝑃𝑖(𝑢)𝐹(𝑢) =
𝑚

𝑙=0

𝜆𝑙 𝑃𝑖(𝑢)𝑎𝑖,𝑙.

Από την άλλη πλευρά, για 𝑙 = 0,… ,𝑚, έχουμε:

𝑃𝑖(𝑢) = 𝑎𝑖,𝑙 + (𝑖𝑚 + 𝑗 + 1 − 𝑚2𝑛𝑢)𝑎𝑖,𝑙𝑎𝑖,𝑗 + (𝑚2𝑛𝑢 − 𝑖𝑚 − 𝑗) 𝑎𝑖,𝑙𝑎𝑖,𝑗+1.

Eπομένως ισχύει:

𝑎𝑖,𝑙𝑃𝑖(𝑢) = (𝑖𝑚 + 𝑗 + 1 − 𝑚2𝑛𝑢)𝑎𝑖,𝑙𝑎𝑖,𝑗 + (𝑚2𝑛𝑢 − 𝑖𝑚 − 𝑗) 𝑎𝑖,𝑙𝑎𝑖,𝑗+1.

Έτσι, έχουμε:

⃗𝐹(𝑢)𝑃𝑖(𝑢) = −
𝑚

𝑙=0

𝜆𝑙((𝑖𝑚 + 𝑗 + 1 − 𝑚2𝑛𝑢)𝑎𝑖,𝑙𝑎𝑖,𝑗 + (𝑚2𝑛𝑢 − 𝑖𝑚 − 𝑗) 𝑎𝑖,𝑙𝑎𝑖,𝑗+1).

Από την τριγωνική ιδιότητα παίρνουμε:

‖⃗𝐹(𝑢)Π𝑛(𝑢)‖ ≤
𝑚

𝑙=0

𝜆𝑙 max
0≤𝑠,𝑡≤𝑚

‖𝑎𝑖,𝑠𝑎𝑖,𝑡‖ = max
0≤𝑠,𝑡≤𝑚

‖𝑎𝑖,𝑠𝑎𝑖,𝑡‖.

Οπότε, προκύπτει:

‖⃗𝐹(𝑢)Π𝑛(𝑢)‖ ≤ 𝑚 max
0≤𝑠≤𝑚−1

‖ 𝑎𝑖,𝑠𝑎𝑖,𝑠+1‖ ≤
𝑚𝑀
2𝑛 .

Σύμφωνα με την παραπάνω πρόταση, για αρκετά μεγάλο 𝑛, το πολύγωνο Π𝑛 προσεγγίζει πάρα πολύ το
τμήμαℬ(0,1)[𝑏0, … , 𝑏𝑚]([0, 1]) της καμπύλης 𝐹 ώστε να είναι δυσδιάκριτο από αυτό. Έτσι, μία γρήγορη μέθο-
δος απεικόνισης του τμήματοςℬ(0,1)[𝑏0, … , 𝑏𝑚]([0, 1]) της καμπύλης 𝐹 στην οθόνη ενός υπολογιστή δίνεται
από την κατασκευή τουΠ𝑛.

Μία άλλη εφαρμογή της μεθόδου υποδιαίρεσης είναι ο υπολογισμός του πολυγώνου ελέγχου της καμπύ-
λης 𝐹ως προς ένα άλλο ομοπαραλληλικό πλαίσιο [𝑎, 𝑏] ⊆ [𝑟, 𝑠] χρησιμοποιώντας τα σημεία ελέγχου 𝑏0, … , 𝑏𝑚.
Πράγματι, αν 𝑎 ≠ 𝑟, τότε κατασκευάζουμε την υποδιαίρεση τουℬ(𝑟,𝑠)[𝑏0, … , 𝑏𝑚]([𝑟, 𝑠]) που αντιστοιχεί στη
τιμή 𝑎, δηλαδή τα τμήματα ℬ(𝑟,𝑎)[𝑏0,0, … , 𝑏0,𝑗, … , 𝑏0,𝑚]([𝑟, 𝑎]) και ℬ(𝑎,𝑠)[𝑏0,𝑚, … , 𝑏𝑚−𝑗,𝑗, … , 𝑏𝑚,0]([𝑎, 𝑠]). Κα-
τόπιν, κατασκευάζουμε την υποδιαίρεση τουℬ(𝑎,𝑠)[𝑏0,𝑚, … , 𝑏𝑚−𝑗,𝑗, … , 𝑏𝑚,0]([𝑎, 𝑠]) που αντιστοιχεί στο 𝑏. Το
τμήμα που αντιστοιχεί στο διάστημα [𝑎, 𝑏] δίνει το ζητούμενο πολύγωνο ελέγχου.

7.3 Αλγόριθμος του 𝑑𝑒 𝐵𝑜𝑜𝑟

Σ’ αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε μία εκδοχή του αλγορίθμου του de Casteljau η οποία χρησιμοποιεί
διαφορετικά σημεία ελέγχου.

Ορισμός 7.3. Μία ακολουθία πραγματικών αριθμών 𝑢1, … , 𝑢2𝑚 καλείται προοδευτική, αν ισχύει 𝑢𝑗 ≠ 𝑢𝑖+𝑚,
για κάθε 𝑗 και 𝑖 με 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚.

Η ιδιότητα αυτή δίνεται εποπτικά από το κάτω τριγωνικό κομμάτι του παρακάτω πίνακα:
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𝑢1 ≠
𝑢2 ≠ ≠
𝑢3 ≠ ≠ ≠
… … … …
𝑢𝑚−1 ≠ ≠ ≠ … ≠ … ≠
𝑢𝑚 ≠ ≠ ≠ … ≠ … ≠ ≠

𝑢𝑚+1 𝑢𝑚+2 𝑢𝑚+3 … 𝑢2𝑚−𝑗+1 … 𝑢2𝑚−1 𝑢2𝑚
ΠΙΝΑΚΑΣ 6.Μία προοδευτική ακολουθία.

Παράδειγμα 7.3. Ας είναι 𝑚 = 2. Η ακολουθία 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4 είναι προοδευτική αν και μόνον αν 𝑢1 ≠ 𝑢3,
𝑢2 ≠ 𝑢3, 𝑢2 ≠ 𝑢4. Δύο τέτοιες ακολουθίες είναι οι 2, 3, 4, 5 και 4, 4, 5, 7.

Παράδειγμα 7.4. Για 𝑚 = 3, η ακολουθία 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6 είναι προοδευτική αν και μόνον αν 𝑢1 ≠ 𝑢4,
𝑢2 ≠ 𝑢4, 𝑢2 ≠ 𝑢5, 𝑢3 ≠ 𝑢4, 𝑢3 ≠ 𝑢5 και 𝑢3 ≠ 𝑢6. Τέτοια παραδείγματα αποτελούν οι ακολουθίες 4, 5, 6, 7, 8, 9
και 4, 4, √2, 10, 11, 12.

Ο αλγόριθμος του de Boor υπολογίζει τις τιμές της πολικής μορφής 𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑚) όπως και ο αλγόριθμος
του deCasteljau, χρησιμοποιώντας όμως ως σημεία ελέγχου τα σημεία που προκύπτουν από μία προοδευτική
ακολουθία.

Αρχικά θεωρούμε τις περιπτώσεις 𝑚 = 2, 3. Ας είναι 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4 μία προοδευτική ακολουθία. Καθώς
𝑢1 ≠ 𝑢3, η τιμή 𝑓(𝑡1, 𝑢2) υπολογίζεται από τις τιμές 𝑓(𝑢1, 𝑢2) και 𝑓(𝑢2, 𝑢3). Ομοίως, επειδή 𝑢2 ≠ 𝑢4, η τιμή
𝑓(𝑡1, 𝑢3) υπολογίζεται από τις τιμές𝑓(𝑢2, 𝑢3) και𝑓(𝑢3, 𝑢4). Τέλος, καθώς𝑢2 ≠ 𝑢3, η τιμή𝑓(𝑡1, 𝑡2) υπολογίζεται
από τις τιμές 𝑓(𝑡1, 𝑢2) και 𝑓(𝑡1, 𝑢3). Ο υπολογισμός αυτός δίνεται εποπτικά στον παρακάτω πίνακα.

1 2
𝑓(𝑢1, 𝑢2)

𝑓(𝑡1, 𝑢2)
𝑓(𝑢2, 𝑢3) 𝑓(𝑡1, 𝑡2)

𝑓(𝑡1, 𝑢3)
𝑓(𝑢3, 𝑢4)

ΠΙΝΑΚΑΣ 7.Υπολογισμός της τιμής 𝑓(𝑡1, 𝑡2) με τον αλγόριθμο του de Boor.

Ας είναι 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6 μία προοδευτική ακολουθία. Στον επόμενο πίνακα δείχνουμε τον υπολογισμό
της τιμής 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3). Ας σημειωθεί ότι το πρώτο βήμα είναι δυνατόν να πραγματοποιηθεί γιατί 𝑢1 ≠ 𝑢4,
𝑢2 ≠ 𝑢5, 𝑢3 ≠ 𝑢6, το δεύτερο γιατί 𝑢2 ≠ 𝑢4, 𝑢3 ≠ 𝑢5 και το τρίτο γιατί 𝑢3 ≠ 𝑢4.

1 2 3
𝑓(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)

𝑓(𝑡1, 𝑢2, 𝑢3)
𝑓(𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑢3)

𝑓(𝑡1, 𝑢3, 𝑢4) 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)
𝑓(𝑢3, 𝑢4, 𝑢5) 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑢4)

𝑓(𝑡1, 𝑢4, 𝑢5)
𝑓(𝑢4, 𝑢5, 𝑢6)

ΠΙΝΑΚΑΣ 8.Υπολογισμός της τιμής 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) με τον αλγόριθμο του de Boor.

Ας θεωρήσουμε τώρα τη γενική περίπτωση.

Αλγόριθμος 7.3. Αλγόριθμος του de Boor.
Είσοδος:Μία προοδευτική ακολουθία 𝑢1, … , 𝑢2𝑚, 𝑚 + 1 σημεία 𝑏𝑖,0 = 𝑓(𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑚+𝑖) (𝑖 = 0,… ,𝑚), όπου
𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → ℰ είναι μία συμμετρική πολυομοπαραλληλική απεικόνιση και 𝑡1, … , 𝑡𝑚 ∈ 𝔸.
Έξοδος:Το σημείο 𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑚).
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1. Για 𝑗 = 1, … ,𝑚 και 𝑖 = 0,… ,𝑚 − 𝑗, υπολογίζουμε:

𝑏𝑖,𝑗 =
𝑢𝑚+𝑖+1 − 𝑡𝑗
𝑢𝑚+𝑖+1 − 𝑢𝑖+𝑗

𝑏𝑖,𝑗−1 +
𝑡𝑗 − 𝑢𝑖+𝑗

𝑢𝑚+𝑖+1 − 𝑢𝑖+𝑗
𝑏𝑖+1,𝑗−1.

2. Eξάγουμε το σημείο 𝑏0,𝑚.

Απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου. Καθώς η ακολουθία 𝑢1, … , 𝑢2𝑚 είναι προοδευτική, έχουμε 𝑢𝑗 ≠
𝑢𝑖+𝑚, για κάθε 𝑗 = 1, … ,𝑚 και 𝑖 = 1, … , 𝑗. Αντικαθιστώντας το 𝑗 με 𝑖 + 𝑗, η προηγουμένη ανισότητα δίνει
𝑢𝑚+𝑖+1 ≠ 𝑢𝑖+𝑗. Επομένως, για κάθε 𝑗 = 1, … ,𝑚 ισχύει:

𝑡𝑗 =
𝑢𝑚+𝑖+1 − 𝑡𝑗
𝑢𝑚+𝑖+1 − 𝑢𝑖+𝑗

𝑢𝑖+𝑗 +
𝑡𝑗 − 𝑢𝑖+𝑗

𝑢𝑚+𝑖+1 − 𝑢𝑖+𝑗
𝑢𝑚+𝑖+1.

Στη συνέχεια αποδεικνύεται με επαγωγή (όπως και στην απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου του de
Casteljau ) ότι ισχύει:

𝑏𝑖,𝑗 = 𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑗, 𝑢𝑖+𝑗+1, … , 𝑢𝑚+𝑖) (𝑖 = 1, … ,𝑚 − 𝑗).

Από αυτή την ισότητα προκύπτει αμέσως ότι 𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑚) = 𝑏0,𝑚.

Παραθέτουμε παρακάτω έναν πίνακα που δείχνει τα σημεία που παίρνουμε στο 𝑗 − 1-oστό και 𝑗-οστό βήμα
του αλγορίθμου:

𝑗 − 1 𝑗
𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑗−1, 𝑢𝑗, … , 𝑢𝑚)

𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑗, 𝑢𝑗+1, … , 𝑢𝑚)
𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑗−1, 𝑢𝑗+1, … , 𝑢𝑚+1)

… …
𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑗−1, 𝑢𝑖+𝑗… , 𝑢𝑚+𝑖)

𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑗, 𝑢𝑖+𝑗+1, … , 𝑢𝑚+𝑖)
𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑗−1, 𝑢𝑖+𝑗+1, … , 𝑢𝑚+𝑖+1)

… …
𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑗−1, 𝑢𝑚… , 𝑢2𝑚−𝑗)

𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑗, 𝑢𝑚+1, … , 𝑢2𝑚−𝑗)
𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑗−1, 𝑢𝑚+1, … , 𝑢2𝑚−𝑗+1)

ΠΙΝΑΚΑΣ 9.Το 𝑗 − 1-oστό και 𝑗-οστό βήμα του αλγορίθμου του de Boor.

Παράδειγμα 7.5. Θεωρούμε την προοδευτική ακολουθία

𝑢1 = 4, 𝑢2 = 4, 𝑢3 = 3, 𝑢4 = 7, 𝑢5 = 8, 𝑢6 = 9

και τις τιμές
𝑏0,0 = 𝑓(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = (40, 49, 11), 𝑏1,0 = 𝑓(𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) = (52, 85, 14),

𝑏2,0 = 𝑓(𝑢3, 𝑢4, 𝑢5) = (101, 169, 18), 𝑏3,0 = 𝑓(𝑢4, 𝑢5, 𝑢6) = (191, 505, 24),

μίας συμμετρικής 3-ομοπαραλληλικής απεικόνισης 𝑓 ∶ 𝔸3 → 𝔸3.Θα χρησιμοποιήσουμε τον αλγόριθμο του
de Boor για να προσδιορίσουμε το σημείο 𝑓(1, 4, 0). Υπολογίζουμε:

𝑏0,1 =
𝑢4 − 1
𝑢4 − 𝑢1

𝑏0,0 +
1 − 𝑢1
𝑢4 − 𝑢1

𝑏1,0 = (28, 13, 8),
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𝑏1,1 =
𝑢5 − 1
𝑢5 − 𝑢2

𝑏1,0 +
1 − 𝑢2
𝑢5 − 𝑢2

𝑏2,0 = (
61
4 , 22, 11),

𝑏2,1 =
𝑢6 − 1
𝑢6 − 𝑢3

𝑏2,0 +
1 − 𝑢3
𝑢6 − 𝑢3

𝑏3,0 = (71, 57, 16),

𝑏0,2 =
𝑢4 − 4
𝑢4 − 𝑢2

𝑏0,1 +
4 − 𝑢2
𝑢4 − 𝑢2

𝑏1,1 = (28, 13, 8),

𝑏1,2 =
𝑢5 − 4
𝑢5 − 𝑢3

𝑏1,1 +
4 − 𝑢3
𝑢5 − 𝑢3

𝑏2,1 = (
132
5 , 29, 12),

𝑏0,3 =
𝑢4

𝑢4 − 𝑢3
𝑏0,2 +

−𝑢3
𝑢4 − 𝑢3

𝑏1,2 = (
146
5 , 1, 5).

Επομένως, έχουμε:

𝑓(1, 4, 0) = (1465 , 1, 5).

Στη συνέχεια θα δώσουμε ένα θεώρημα ανάλογο με το 6.1

Θεώρημα 7.1. Ας είναι (𝑢1, … , 𝑢2𝑚) μία προοδευτική ακολουθία. Τότε, για κάθε 𝑚 + 1 σημεία 𝑏0, … , 𝑏𝑚 ενός
ομοπαραλληλικού χώρου ℰ , υπάρχει μία μοναδική συμμετρική 𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → ℰ η
οποία ικανοποιεί τις σχέσεις:

𝑓(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑚+𝑘) = 𝑏𝑘 (𝑘 = 0,… ,𝑚).

Απόδειξη. Ας είναι𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → ℰ μίασυμμετρικήπολυομοπαραλληλικήαπεικόνισημε τηνπαραπάνω ιδιότητα.
Για 𝑗 = 1, … ,𝑚 και 𝑖 = 0,… ,𝑚 − 𝑗 θέτουμε:

𝑏𝑖,𝑗 = 𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑗, 𝑢𝑖+𝑗+1, … , 𝑢𝑚+𝑖).

Επίσης, για 𝑖 = 0,… ,𝑚, θέτουμε:
𝑏𝑖,0 = 𝑓(𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑚+𝑖).

Έτσι, εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο του de Boor, υπολογίζουμε τα σημεία

𝑏𝑖,𝑗 =
𝑢𝑚+𝑖+1 − 𝑡𝑗
𝑢𝑚+𝑖+1 − 𝑢𝑖+𝑗

𝑏𝑖,𝑗−1 +
𝑡𝑗 − 𝑢𝑖+𝑗

𝑢𝑚+𝑖+1 − 𝑢𝑖+𝑗
𝑏𝑖+1,𝑗−1,

και τελικά παίρνουμε το σημείο 𝑏0,𝑚 = 𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑚). Παρατηρούμε ότι οι υπολογισμοί εξαρτώνται μόνον από
τα σημεία 𝑏0, … , 𝑏𝑚 και την προοδευτική ακολουθία (𝑢1, … , 𝑢2𝑚). Επομένως, η 𝑓 είναι μοναδική.

Aς είναι (𝑎0, … , 𝑎𝑛) ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο του ℰ και ας θέσουμε �⃗�𝑖 = 𝑎0𝑎𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛). Θεωρούμε
τις απεικονίσεις 𝑓𝑗 ∶ 𝔸𝑚 → ℝ (𝑗 = 1,… , 𝑛) με

𝑓𝑗(𝑡1, … , 𝑡𝑚) =
𝑚

𝑙=0

𝑐𝑗,𝑙 𝜎𝑙(𝑡1, … , 𝑡𝑚),

όπου 𝑐𝑗,𝑙 ∈ ℝ και 𝜎𝑙(𝑡1, … , 𝑡𝑚) είναι οι στοιχειώδεις συμμετρικές απεικονίσεις (βλέπε Παράδειγμα 5.1), και
κατόπιν, την απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸𝑚 → ℰ με

𝑓(𝑡1, … , 𝑡𝑚) = 𝑎0 + 𝑓1(𝑡1, … , 𝑡𝑚)⃗𝑒1 +⋯+ 𝑓𝑛(𝑡1, … , 𝑡𝑚)⃗𝑒𝑛.

Ηαπεικόνιση 𝑓 είναι εξ ορισμού της συμμετρική και όπως εύκολα διαπιστώνουμε είναι πολυομοπαραλληλική.
Στη συνέχεια, γράφουμε:

𝑏𝑘 = 𝑎0 + 𝑏𝑘,1�⃗�1 +⋯+ 𝑏𝑘,𝑛�⃗�𝑛 (𝑘 = 0,… ,𝑚).

Έχουμε:
𝑓(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑚+𝑘) = 𝑏𝑘 (𝑘 = 0,… ,𝑚),
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αν και μόνον αν, για κάθε 𝑗 = 1, … , 𝑛 ισχύει:

𝑓𝑗(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚) = 𝑏𝑘𝑗 (𝑘 = 0,… ,𝑚),

δηλαδή, αν και μόνον αν, για κάθε 𝑗 = 1, … , 𝑛 ισχύει:

𝑚

𝑙=0

𝑐𝑗,𝑙 𝜎𝑙(𝑢1, … , 𝑢𝑚) = 𝑏0,𝑗

⋮ ⋮ ⋮
𝑚

𝑙=0

𝑐𝑗,𝑙 𝜎𝑙(𝑢𝑚+1, … , 𝑢2𝑚) = 𝑏𝑚,𝑗.

Όπως δείξαμε παραπάνω, μία τέτοια απεικόνιση 𝑓 αν υπάρχει, τότε είναι μοναδική. Δηλαδή, αν όλα τα 𝑛
παραπάνωσυστήματα (με αγνώστους τα 𝑐𝑗,𝑙 (𝑙 = 1, … ,𝑚)) έχουν λύση, τότε αυτή είναι μοναδική.Επιλέγοντας
𝑏0,𝑗 = … = 𝑏𝑚,𝑗 = 0, έχουμε ότι το αντίστοιχο σύστημα έχει μόνο τη μηδενική λύση. Τότε, ο πίνακας του
συστήματος

Μ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜎0(𝑢1, … , 𝑢𝑚) … 𝜎𝑚(𝑢1, … , 𝑢𝑚)
⋮ ⋮ ⋮

𝜎0(𝑢𝑚+1, … , 𝑢2𝑚) … 𝜎𝑚(𝑢𝑚+1, … , 𝑢2𝑚)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

έχει τις στήλες του γραμμικώς ανεξάρτητες. Καθώς ο𝑀 είναι ένας τετράγωνος (𝑚+1)×(𝑚+1)-πίνακας, είναι
αντιστρέψιμος και επομένως για κάθε επιλογή των 𝑏0,𝑗, … , 𝑏𝑚,𝑗 το αντίστοιχο γραμμικό σύστημα έχει λύση.
Συνεπώς, υπάρχει η απεικόνιση 𝑓 με την επιθυμητή ιδιότητα.

Παράδειγμα 7.6. Θεωρούμε την προοδευτική ακολουθία 𝑢1 = 2, 𝑢2 = 2, 𝑢3 = 3, 𝑢4 = 5, 𝑢5 = 6, 𝑢6 = 7
και τα σημεία του 𝔸2, 𝑏0 = (1, 1), 𝑏1 = (−1, 0), 𝑏2 = (0, 1), 𝑏3 = (2, 1). Θα προσδιορίσουμε τη μοναδική
συμμετρική 3-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸3 →𝔸2 η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις:

𝑓(𝑢𝑘+1, 𝑢𝑘+2, 𝑢𝑘+3) = 𝑏𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, 3).

Θεωρούμε τις απεικονίσεις 𝑓𝑗 ∶ 𝔸3 → ℝ (𝑗 = 1, 2) με

𝑓𝑗(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
3

𝑙=0

𝑐𝑗,𝑙 𝜎𝑙(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3),

όπου 𝑐𝑗,𝑙 ∈ ℝ και 𝜎𝑙(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) (𝑙 = 0, 1, 2, 3) είναι οι στοιχειώδεις συμμετρικές απεικονίσεις με τρεις μεταβλητές,
δηλαδή

𝜎0(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 1, 𝜎1(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3,

𝜎2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 𝑡1𝑡2 + 𝑡1𝑡3 + 𝑡2𝑡3, 𝜎3(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 𝑡1𝑡2𝑡3.

Στη συνέχεια, θεωρούμε τη συμμετρική και 3-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸3 →𝔸2 με

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = (𝑓1(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑓2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)).

Θέτουμε 𝑏𝑘 = (𝑏𝑘,1, 𝑏𝑘,2) (𝑘 = 0, 1, 2, 3). Έχουμε 𝑓(𝑢𝑘+1, 𝑢𝑘+2, 𝑢𝑘+3) = 𝑏𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, 3) αν και μόνον αν για
𝑗 = 1, 2 οι αριθμοί 𝑐𝑗,𝑙 (𝑙 = 0, 1, 2, 3) είναι λύση του γραμμικού συστήματος:

3

𝑙=0

𝑐𝑗,𝑙 𝜎𝑙(𝑢𝑘+1, 𝑢𝑘+2, 𝑢𝑘+3) = 𝑏𝑘,𝑗 (𝑘 = 0, 1, 2, 3).



7.3. Αλγόριθμος του 𝑑𝑒 𝐵𝑜𝑜𝑟 115

Πιο συγκεκριμένα έχουμε τα γραμμικά συστήματα:

𝑐1,0 + 7𝑐1,1 + 16𝑐1,2 + 12𝑐1,3 = 1
𝑐1,0 + 10𝑐1,1 + 31𝑐1,2 + 30𝑐1,3 = −1
𝑐1,0 + 14𝑐1,1 + 63𝑐1,2 + 90𝑐1,3 = 0

𝑐1,0 + 18𝑐1,1 + 107𝑐1,2 + 210𝑐1,3 = 2

και

𝑐2,0 + 7𝑐2,1 + 16𝑐2,2 + 12𝑐2,3 = 1
𝑐2,0 + 10𝑐2,1 + 31𝑐2,2 + 30𝑐2,3 = 0
𝑐2,0 + 14𝑐2,1 + 63𝑐2,2 + 90𝑐2,3 = 1

𝑐2,0 + 18𝑐2,1 + 107𝑐2,2 + 210𝑐2,3 = 1.

Η λύση των δύο συστημάτων, αντίστοιχα, είναι:

(𝑐1,0, 𝑐1,1, 𝑐1,2, 𝑐1,3) = (27/12, −135/68, 19/68, −2/153)

και
(𝑐2,0, 𝑐2,1, 𝑐2,2, 𝑐2,3) = (71/12, −71/68, 11/68, −5/306).

Επομένως, η ζητούμενη συμμετρική 3-ομοπαραλληλική απεικόνιση είναι:

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = (𝑓1(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝑓2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)),

όπου
𝑓1(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =

27
12 −

135
68 (𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3) +

19
68(𝑡1𝑡2 + 𝑡1𝑡3 + 𝑡2𝑡3) −

2
153𝑡1𝑡2𝑡3

και
𝑓2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =

71
12 −

71
68(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3) +

11
68(𝑡1𝑡2 + 𝑡1𝑡3 + 𝑡2𝑡3) −

5
306𝑡1𝑡2𝑡3.

7.4 Παράγωγος Καμπύλης

Ας είναι 𝑎 ∈ ℝ. Σε αυτήκαι την επόμενη ενότηταθασυμβολίζουμε ένασημείο του𝔸με �̄�για να τοδιακρίνουμε
από το διάνυσμα 𝑎. Επίσης, θα συμβολίζουμε με 1⃗ το διάνυσμα 1 ∈ ℝ. Θεωρούμε �̄� ∈ 𝔸 και μία πολυωνυμική
καμπύλη 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛 (𝑛 ≥ 2).

Ορισμός 7.4. Καλούμε παράγωγο της 𝐹 στο �̄� το όριο

𝐷𝐹(�̄�) = lim
𝑡→0

𝐹(�̄� + 𝑡1) − 𝐹(�̄�)
𝑡 ,

αν υπάρχει.

Ας σημειωθεί ότι η παράγωγος 𝐷𝐹(�̄�) είναι ένα διάνυσμα του ℝ𝑛 και όχι ένα σημείο του Α𝑛. Ας είναι 𝑂 =
(0,… , 0) ∈ 𝔸𝑛. Θεωρούμε τη μορφή Bézier της 𝐹:

𝐹(𝑡) =
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) 𝑏𝑘.
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Τότε, έχουμε:

𝐹(𝑡) = 𝑂 +
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) 𝑂𝑏𝑘.

Επομένως, ισχύει:

𝐷𝐹(�̄�) = lim
𝑡→0

𝐹(�̄� + 𝑡1) − 𝐹(�̄�)
𝑡

=
𝑚

𝑘=0

lim
𝑡→0

𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](�̄� + 𝑡1) − 𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠](�̄�)
𝑡

𝑂𝑏𝑘

=
𝑚

𝑘=0

d𝐵𝑚𝑘 [𝑟, 𝑠]
d𝑡 (𝑎) 𝑂𝑏𝑘.

Από την Πρόταση 6.3 παίρνουμε:

d
d𝑡𝐵

𝑚
𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) =

𝑚
𝑠 − 𝑟

𝐵𝑚−1𝑘−1 [𝑟, 𝑠](𝑡) − 𝐵𝑚−1𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡).

Οπότε, προκύπτει:

𝐷𝐹(�̄�) = 𝑚
𝑠 − 𝑟

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑚

𝑘=1

𝐵𝑚−1𝑘−1 [𝑟, 𝑠](𝑎) 𝑂𝑏𝑘 −
𝑚−1

𝑘=0

𝐵𝑚−1𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑡) 𝑂𝑏𝑘

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 𝑚
𝑠 − 𝑟

𝑚−1

𝑘=0

𝐵𝑚−1𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑎) (𝑏𝑘+1 − 𝑏𝑘)

Στη συνέχεια ορίζουμε τον τελεστή διαφοράς Δ ως εξής:

Δ𝑏𝑗 = 𝑏𝑗+1 − 𝑏𝑗.

Έτσι, έχουμε:

𝐷𝐹(�̄�) = 𝑚
𝑠 − 𝑟

𝑚−1

𝑘=0

𝐵𝑚−1𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑎) Δ𝑏𝑘.

Για να υπολογίσουμε τις παραγώγους μεγαλύτερης τάξης της καμπύλης 𝐹 θα χρησιμοποιήσουμε τον επα-
ναλαμβανόμενο τελεστή διαφοράς, ο οποίος ορίζεται ως εξής:

Δ𝑙𝑏𝑗 = Δ𝑙−1𝑏𝑗+1 − Δ𝑙−1𝑏𝑗.

Θα δείξουμε ότι ισχύει ο εξής τύπος:

Δ𝑙𝑏𝑗 =
𝑙

𝑖=0


𝑙
𝑖 (−1)

𝑙−𝑖 𝑏𝑗+𝑖.

Για 𝑙 = 1 η ισότητα προφανώς ισχύει. Υποθέτουμε ότι για 𝑙 = 𝑞 ισχύει. Ας είναι 𝑙 = 𝑞 + 1. Τότε, έχουμε:

Δ𝑞+1𝑏𝑗 = Δ𝑞𝑏𝑗+1 − Δ𝑞𝑏𝑗

=
𝑞

𝑖=0


𝑞
𝑖 (−1)

𝑞−𝑖 𝑏𝑗+1+𝑖 −
𝑞

𝑖=0


𝑞
𝑖 (−1)

𝑞−𝑖 𝑏𝑗+𝑖.
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Έτσι, προκύπτει:

Δ𝑞+1𝑏𝑗 = (−1)𝑞+1𝑏𝑗 + 𝑏𝑗+1+𝑞 +
𝑞

𝑖=1


𝑞
𝑖 + 

𝑞
𝑖 − 1 (−1)

𝑞+1−𝑖𝑏𝑗+𝑖.

Καθώς ισχύει


𝑞
𝑖 + 

𝑞
𝑖 − 1 = 

𝑞 + 1
𝑖  ,

παίρνουμε:

Δ𝑞+1𝑏𝑗 =
𝑞+1

𝑖=0


𝑞 + 1
𝑖  (−1)𝑞+1−𝑖 𝑏𝑗+𝑖.

Η επαναλαμβανόμενη χρήση του τύπου για τον υπολογισμό της παραγώγου 𝐷𝐹 μας δίνει το παρακάτω
αποτέλεσμα για τις παραγώγους ανωτέρας τάξης.

Πρόταση 7.3. Για 𝑙 = 1, … ,𝑚, έχουμε:

𝐷𝑙𝐹(�̄�) = 𝑚(𝑚 − 1)⋯ (𝑚 − 𝑙 + 1)
(𝑠 − 𝑟)𝑙

𝑚−𝑙

𝑘=0

𝐵𝑚−𝑙𝑘 [𝑟, 𝑠](𝑎) Δ𝑙𝑏𝑘.

Επιπλέον, ισχύουν τα εξής:

𝐷𝑙𝐹(�̄�) = 𝑚(𝑚 − 1)⋯ (𝑚 − 𝑙 + 1)
(𝑠 − 𝑟)𝑙 Δ𝑙𝑏0,

𝐷𝑙𝐹(�̄�) = 𝑚(𝑚 − 1)⋯ (𝑚 − 𝑙 + 1)
(𝑠 − 𝑟)𝑙 Δ𝑙𝑏𝑚−𝑙.

Ορισμός 7.5. Ας είναι �̄� ∈ Α με𝐷𝐹(�̄�) ≠ 0. H εφαπτομένη ευθεία της 𝐹 στο σημείο 𝐹(�̄�) είναι η ευθεία τουΑ𝑛,

𝐹(�̄�) + {𝜆𝐷𝐹(�̄�)/ 𝜆 ∈ ℝ}.

Από την Πρόταση 7.3 έχουμε:

𝐷𝐹(�̄�) = 𝑚
𝑠 − 𝑟 (𝑏1 − 𝑏0) και 𝐷𝐹(�̄�) = 𝑚

𝑠 − 𝑟 (𝑏𝑚 − 𝑏𝑚−1).

Οπότε, αν 𝑏0 ≠ 𝑏1, τότε η εφαπτομένη της 𝐹 στο σημείο 𝑏0 είναι ο ομοπαραλληλικός υποχώρος < 𝑏0, 𝑏1 >.
Ομοίως, αν 𝑏𝑚−1 ≠ 𝑏𝑚, τότε η εφαπτομένη της 𝐹 στο σημείο 𝑏𝑚 είναι ο ομοπαραλληλικός υποχώρος <
𝑏𝑚−1, 𝑏𝑚 >.

Ας είναι 𝑓 η πολική μορφή της 𝐹 και ̂𝑓 η γραμμικοποίηση της 𝑓. Θα δώσουμε μία έκφραση των παραγώγων
της𝐹 με τη βοήθεια της ̂𝑓. Πιο συγκεκριμένα, έχουμε την παρακάτωπρόταση την οποία θα χρησιμοποιήσουμε
στην επόμενη ενότητα:

Πρόταση 7.4. Για 𝑙 = 1, … ,𝑚, έχουμε:

𝚤(𝐷𝑙𝐹(�̄�)) = 𝑚(𝑚 − 1)⋯ (𝑚 − 𝑙 + 1) ̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑙

, 𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑙

).

Απόδειξη. Θεωρούμε την ποσότητα

̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑙

, 𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑙

) = ̂𝑓 𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑙

, 𝚤 �̄� − �̄�𝑠 − 𝑟
, … , 𝚤 �̄� − �̄�𝑠 − 𝑟

𝑙

.
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Καθώς η 𝚥 είναι ομοπαραλληλική απεικόνιση με προσαρτημένη γραμμική την 𝚤, έχουμε 𝚥(�̄�) = 𝚥(�̄�) + 𝚤(�̄� − �̄�).
Στη συνέχεια η πολυγραμμικότητα της ̂𝑓 δίνει:

̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑙

, 𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑙

) =

1
(𝑠 − 𝑟)𝑙

̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑙

, 𝚥(�̄�)−̂𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)−̂𝚥(�̄�)
𝑙

).

Η τιμής της ̂𝑓 μπορεί να γραφεί ως άθροισμα όρων της μορφής

̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑙

, 𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑙−𝑖

, −̂𝚥(�̄�), … , −̂𝚥(�̄�
𝑖

))

και κάθε τέτοιος όρος εμφανίζεται 𝑙
𝑖
 φορές. Έτσι, παίρνουμε:

̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑙

, 𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑙

) =

1
(𝑠 − 𝑟)𝑙

𝑙

𝑖=0


𝑙
𝑖
(−1)𝑙−𝑖 ̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)

𝑚−𝑖

, 𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑖

).

Καθώς ισχύει 𝚥 ∘ 𝑓 = ̂𝑓 ∘ 𝚥𝑚 και
𝑓(�̄�, … , �̄�

𝑚−𝑖

, �̄�, … , �̄�
𝑖

) = 𝑏𝑖

προκύπτει:

̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑙

, 𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑙

) = 1
(𝑠 − 𝑟)𝑙

𝑙

𝑖=0


𝑙
𝑖
(−1)𝑙−𝑖𝚥(𝑏𝑖).

Έχουμε
𝑙

𝑖=0


𝑙
𝑖
(−1)𝑙−𝑖 = (1 − 1)𝑙 = 0

και επομένως η Πρόταση 4.1(β), δίνει:

𝑙

𝑖=0


𝑙
𝑖
(−1)𝑙−𝑖𝚥(𝑏𝑖) =

𝑙

𝑖=0


𝑙
𝑖
(−1)𝑙−𝑖𝚤(𝑂𝑏𝑖).

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, παίρνουμε:

𝚤(𝐷𝑙𝐹(�̄�)) = 𝑚(𝑚 − 1)⋯ (𝑚 − 𝑙 + 1) ̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑙

, 𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑙

).
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7.5 Συνένωση Καμπυλών

Συχνά για την επιτυχή υλοποίηση διαφόρων εφαρμογών είναι αναγκαία η συνένωση πολλών τμημάτων κα-
μπυλών βαθμού το πολύ τέσσερα με ομαλό τρόπο. Σ’ αυτή την ενότητα θα ασχοληθούμε με αυτό το θέμα. Ας
είναι 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛 και 𝐺 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛 (𝑛 ≥ 2) δύο καμπύλες πολικού βαθμού 𝑚. Θεωρούμε �̄�, �̄�, �̄� ∈ 𝔸 με
�̄� < �̄� < �̄�.

Ορισμός 7.6. Λέμε ότι τα τμήματα 𝐹([�̄�, �̄�]) και 𝐺([�̄�, �̄�]) ενώνονται με παραμετρική συνέχεια 𝐶𝑘 στο �̄�, όπου
0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚, αν για κάθε 𝑖 = 0,… , 𝑘 ισχύει:

𝐷𝑖𝐹(�̄�) = 𝐷𝑖𝐺(�̄�),

όπου έχουμε θέσει𝐷0𝐹(�̄�) = 𝐹(�̄�) και𝐷0𝐺(�̄�) = 𝐺(�̄�). Επίσης, θα λέμε ότι τα δύο αυτά τμήματα ενώνονται με
παραμετρική συνέχεια 𝐶−1 στο �̄�, αν δεν απαιτούμε καμμία συνθήκη.

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε:

𝐹(𝑡) =
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [𝑝, 𝑞](𝑡) 𝑏𝑘 και 𝐺(𝑡) =
𝑚

𝑘=0

𝐵𝑚𝑘 [𝑞, 𝑟](𝑡) 𝑐𝑘.

Τότε, η συνέχεια 𝐶0 στο �̄� ισοδυναμεί με την ισότητα

𝑏𝑚 = 𝐹(�̄�) = 𝐺(�̄�) = 𝑐0.

Σύμφωνα με την Πρόταση 7.3, η ισότητα𝐷𝐹(�̄�) = 𝐷𝐺(�̄�) ισοδυναμεί με την ισότητα:

𝑚
𝑞 − 𝑝(𝑏𝑚 − 𝑏𝑚−1) = 𝐷𝐹(�̄�) = 𝐷𝐺(�̄�) =

𝑚
𝑟 − 𝑞(𝑐1 − 𝑐0).

Έτσι, η συνέχεια 𝐶1 στο �̄�, ισοδυναμεί με τις ισότητες:

𝑏𝑚 = 𝑐0 και (𝑞 − 𝑝)(𝑐1 − 𝑐0) = (𝑟 − 𝑞)(𝑏𝑚 − 𝑏𝑚−1).

Έτσι, αν 𝑏𝑚 ≠ 𝑏𝑚−1 και 𝑐0 ≠ 𝑐1, τότε οι δύο καμπύλες έχουν την ίδια εφαπτομένη στο σημείο 𝑏𝑚 = 𝑐0.
Επιπλέον, ισχύει:

𝑐1 = 𝑏𝑚 +
𝑟 − 𝑞
𝑞 − 𝑝(𝑏𝑚 − 𝑏𝑚−1).

Η συνένωση των δύο καμπυλών 𝐹 και 𝐺 στο �̄� με παραμετρική συνέχεια 𝐶2 εξασφαλίζει την απουσία από-
τομης μεταβολής της κλίσης της συνολικής καμπύλης σ’ αυτό το σημείο. Για να ενώνονται οι 𝐹 και𝐺 στο �̄� με
παραμετρική συνέχεια 𝐶2 πρέπει και αρκεί, να ισχύει, εκτός από τις δύο παραπάνω σχέσεις, και η ισότητα

𝐷2𝐹(�̄�) = 𝐷2𝐺(�̄�).

Από την τελευταία αυτή ισότητα μπορούμε να εκφράσουμε την τιμή 𝑐2 συναρτήσει των σημείων 𝑏𝑚−2, 𝑏𝑚−1
και 𝑏𝑚.

Συνεχίζοντας με αυτόν τον τρόπο, βλέπουμε ότι κάθε βαθμός συνέχειας καθορίζει ένα ακόμη σημείο ελέγ-
χου της καμπύλης που θα ενωθεί με την αρχική. Καθώς στην πράξη χρησιμοποιούνται καμπύλες μικρού πο-
λικού βαθμού, συνήθως 3 ή 4, η παραμετρική συνέχεια είναι αρκετά περιοριστική.

Παράδειγμα 7.7. Ας είναι 𝐹 η καμπύλη με σημεία ελέγχου

𝑏0 = (0, 1, 0), 𝑏1 = (1, 1, 0), 𝑏2 = (1, 2, 1), 𝑏3 = (2, 3, 1)
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επί του ομοπαραλληλικού πλαισίου (𝑝, 𝑞) = (0, 1) και𝐺 η καμπύλη με σημεία ελέγχου

𝑐0 = (2, 3, 1), 𝑐1 = (3, 4, 1), 𝑐2 = (−2, 1, 2), 𝑐3 = (3, −1, 1)

επί του ομοπαραλληλικού πλαισίου (𝑞, 𝑟) = (1, 2).
Παρατηρούμε αμέσως ότι 𝐹(1) = (2, 3, 1) = 𝐺(1). Από την Πρόταση 7.3 έχουμε:

𝐷1𝐹(1) = 3Δ1𝑏2 = 3(𝑏3 − 𝑏2) = 3(1, 1, 0)

και
𝐷1𝐺(1) = 3Δ1𝑐0 = 3(𝑐1 − 𝑐0) = 3(1, 1, 0).

Άρα, ισχύει𝐷1𝐹(1) = 𝐷1𝐺(1). Επίσης, υπολογίζουμε:

𝐷2𝐹(1) = 2Δ2𝑏1 = 2(𝑏1 − 2𝑏2 + 𝑏3) = (2, 0, −2)

και
𝐷2𝐺(1) = 2Δ2𝑐0 = 2(𝑐0 − 2𝑐1 + 𝑐2) = (−12, −10, 6).

Επομένως 𝐷2𝐹(1) ≠ 𝐷2𝐺(1) και κατά συνέπεια οι καμπύλες 𝐹 και 𝐺 ενώνονται στο σημείο 𝑏2 = 𝑐0 με παρα-
μετρική συνέχεια 𝐶1.

Στη συνέχεια θα χαρακτηρίσουμε την παραμετρική συνέχεια𝐶𝑘 χρησιμοποιώντας τις πολικές μορφές 𝑓 και
𝑔 των 𝐹 και𝐺, αντίστοιχα.

Πρόταση 7.5. Tα τμήματα 𝐹([�̄�, �̄�]) και𝐺([�̄�, �̄�]) ενώνονται με παραμετρική συνέχεια𝐶𝑘 στο �̄�, όπου 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚,
αν και μόνον αν ισχύει:

𝑓(�̄�, … , �̄�, �̄�1, … , �̄�𝑘) = 𝑔(�̄�, … , �̄�, �̄�1, … , �̄�𝑘),

για κάθε �̄�1, … , �̄�𝑘 ∈ 𝔸.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι για κάθε �̄�1, … , �̄�𝑘 ∈ 𝔸 ισχύει:

𝑓(�̄�1, … , �̄�𝑘, �̄�, … , �̄�) = 𝑔(�̄�1, … , �̄�𝑘, �̄�, … , �̄�).

Αν �̄�𝑖 = �̄� (𝑖 = 1, … , 𝑘) τότε έχουμε 𝑓(�̄�, … , �̄�) = 𝑔(�̄�, … , �̄�), απ’ όπου έπεται 𝐹(�̄�) = 𝐺(�̄�) και κατά συνέπεια
έχουμε παραμετρική συνέχεια 𝐶0 στο �̄�. Από την Πρόταση 7.3, για 𝑗 = 1, … , 𝑘 έχουμε:

𝐷𝑗𝐹(�̄�) = 𝑚(𝑚 − 1)⋯ (𝑚 − 𝑗 + 1)
(𝑟 − 𝑞)𝑗

𝑗

𝑖=0
(−1)𝑗−𝑖𝑓(�̄�, … , �̄�

𝑚−𝑖

, �̄�, … , �̄�
𝑖

)

και

𝐷𝑗𝐺(�̄�) = 𝑚(𝑚 − 1)⋯ (𝑚 − 𝑗 + 1)
(𝑟 − 𝑞)𝑗

𝑗

𝑖=0
(−1)𝑗−𝑖𝑔(�̄�, … , �̄�

𝑚−𝑖

, �̄�, … , �̄�
𝑖

).

Καθώς 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘, ισχύει
𝑓(�̄�, … , �̄�

𝑚−𝑖

, �̄�, … , �̄�
𝑖

) = 𝑔(�̄�, … , �̄�
𝑚−𝑖

, �̄�, … , �̄�
𝑖

)

και επομένως έπεται𝐷𝑗𝐹(�̄�) = 𝐷𝑗𝐺(�̄�). Συνεπώς, έχουμε παραμετρική συνέχεια 𝐶𝑘 στο �̄�.
Αντιστρόφως, ας υποθέσουμε ότι έχουμε παραμετρική συνέχεια 𝐶𝑘 στο �̄� και επομένως ισχύει 𝐷𝑖𝐹(�̄�) =

𝐷𝑖𝐺(�̄�) 𝑖 = 0,… , 𝑘). Έτσι, για 𝑖 = 0, έχουμε 𝑓(�̄�, … , �̄�) = 𝑔(�̄�, … , �̄�). Σύμφωνα με την Πρόταση 7.4, για
𝑖 = 1, … ,𝑚, έχουμε:

𝚤(𝐷𝑙𝐹(�̄�)) = 𝑚(𝑚 − 1)⋯ (𝑚 − 𝑙 + 1) ̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑙

, 𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑙

)
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και
𝚤(𝐷𝑙𝐺(�̄�)) = 𝑚(𝑚 − 1)⋯ (𝑚 − 𝑙 + 1) �̂�(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)

𝑚−𝑙

, 𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑙

).

Άρα, για 𝑖 = 1, … , 𝑘, ισχύει:

̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑖

, 𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑖

) = �̂�(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑖

, 𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑖

).

Αν �̄�𝑖 ∈ 𝔸, τότε γράφουμε �̄�𝑖 = �̄� + (𝑢𝑖 − 𝑞)⃗1. Έτσι, για κάθε 𝑗 με 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘, έχουμε:

̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑗

, 𝚥(�̄�1), … , 𝚥(�̄�𝑗)) =

̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑗

, 𝚥(�̄�)+̂(𝑢1 − 𝑞)𝚤(⃗1), … , 𝚥(�̄�)+̂(𝑢𝑗 − 𝑞)𝚤(⃗1)).

Έτσι, προκύπτει:

̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑗

, 𝚥(�̄�1), … , 𝚥(�̄�𝑗)) =

𝑗

𝑖=0


𝐿⊆{1,…,𝑗}
|𝐿|=𝑖


𝑙∈𝐿
(𝑢𝑙 − 𝑞) ̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)

𝑚−𝑖

, 𝚥(𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑖

).

Ομοίως, έχουμε:

�̂�(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑗

, 𝚥(�̄�1), … , 𝚥(�̄�𝑗)) =

𝑗

𝑖=0


𝐿⊆{1,…,𝑗}
|𝐿|=𝑖


𝑙∈𝐿
(𝑢𝑙 − 𝑞) �̂�(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)

𝑚−𝑖

, 𝚥(𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑖

).

Καθώς όμως είδαμε παραπάνω ισχύει:

̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑖

, 𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑖

) = �̂�(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑖

, 𝚤(⃗1), … , 𝚤(⃗1)
𝑖

).

Συνδυάζοντας τις προηγούμενες ισότητες, έχουμε:

̂𝑓(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑗

, 𝚥(�̄�1), … , 𝚥(�̄�𝑗)) = �̂�(𝚥(�̄�), … , 𝚥(�̄�)
𝑚−𝑗

, 𝚥(�̄�1), … , 𝚥(�̄�𝑗)).

Έχουμε ̂𝑓 ∘ 𝚥𝑚 = 𝚥 ∘ 𝑓 και η απεικόνιση 𝚥 είναι ένεση. Άρα, ισχύει:

𝑓(�̄�, … , �̄�, �̄�1, … , �̄�𝑘) = 𝑔(�̄�, … , �̄�, �̄�1, … , �̄�𝑘).

Παρατήρηση 7.1. Παρατηρούμε ότι οι καμπύλες 𝐹 και 𝐺 ενώνονται στο �̄� με παραμετρική συνέχεια 𝐶𝑚 αν
και μόνον αν 𝑓 = 𝑔, δηλαδή αν και μόνον αν έχουμε 𝐹 = 𝐺.
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Παράδειγμα 7.8. Ας είναι 𝐹 και𝐺 οι πολυωνυμικές καμπύλες τουΠαραδείγματος 7.7.Θα χρησιμοποιήσουμε
τώρα την Πρόταση 7.5 για να προσδιορίσουμε την παραμετρική συνέχεια της ένωσης των τμημάτων 𝐹([0, 1])
και𝐺([1, 2]). Οι 𝐹 και𝐺 δίνονται από τις σχέσεις:

𝐹(𝑡) =
3

𝑘=0

𝐵3𝑘(𝑡)𝑏𝑖 και 𝐺(𝑡) =
3

𝑘=0

𝐵3𝑘[1, 2](𝑡)𝑐𝑖, ∀ 𝑡 ∈ 𝔸.

Πιο αναλυτικά, έχουμε:
𝐹(𝑡) = (2𝑡3 − 3𝑡2 + 3𝑡, −𝑡3 + 3𝑡2 + 1, −2𝑡3 + 3𝑡2)

και
𝐺(𝑡) = (16𝑡3 − 66𝑡2 + 87𝑡 − 35, 5𝑡3 − 27𝑡2 + 42𝑡 − 17, −3𝑡3 + 12𝑡2 − 15𝑡 + 7).

Έχουμε 𝐹(1) = (2, 3, 1) = 𝐺(1). Θέτουμε:

𝜎1 = 𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3, 𝜎2(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 𝑡1𝑡2 + 𝑡1𝑡3 + 𝑡2𝑡3, 𝜎3(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 𝑡1𝑡2𝑡3.

Οι αντίστοιχες 3-πολικές μορφές των 𝐹 και𝐺 είναι:

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = (2𝜎3 − 𝜎2 + 𝜎1, −𝜎3 + 𝜎2 + 1, −2𝜎3 + 𝜎2)

και
𝑔(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =

(16𝜎3 − 22𝜎2 + 29𝜎1 − 35, 5𝜎3 − 9𝜎2 + 14𝜎1 − 17, −3𝜎3 + 4𝜎2 − 5𝜎1 + 7).

Έχουμε:
𝑓(1, 1, 𝑡) = (𝑡 + 1, 𝑡 + 2, 1) = 𝑔(1, 1, 𝑡)

και
𝑓(1, 𝑡1, 𝑡2) = (𝑡2𝑡3 + 1, 𝑡2 + 𝑡3 + 1, −𝑡2𝑡3 + 𝑡2 + 𝑡3),

𝑔(1, 𝑡2, 𝑡3) = (−6𝑡2𝑡3 + 7(𝑡2 + 𝑡3) − 6, −4𝑡2𝑡3 + 5(𝑡2 + 𝑡3) − 3, 𝑡2𝑡3 − 𝑡2 − 𝑡3 + 2).
Εύκολα βλέπουμε ότι οι απεικονίσεις𝑓(1, 𝑡1, 𝑡2) και 𝑔(1, 𝑡2, 𝑡3) είναι διαφορετικές (για παράδειγμα, αν πάρουμε
(𝑡2, 𝑡3) = (0, 0) έχουμε 𝑓(1, 0, 0) = (1, 1, 0) και 𝑔(1, 0, 0) = (−6, −3, 2)). Επομένως, σύμφωνα με την Πρόταση
7.5, οι καμπύλες 𝐹 και𝐺 ενώνονται στο 𝑡 = 1 με παραμετρική συνέχεια 𝐶1.

Ας σημειωθεί ότι θα μπορούσαμε να υπολογίσουμε τις πολικές μορφές 𝑓 και 𝑔 χρησιμοποιώντας το Θεώ-
ρημα 6.1.

Στο Σχήμα 7.3 οι κυβικές καμπύλες 𝐹 και𝐺 ενώνονται στο �̄� και επιπλέον ισχύει:

𝑓(�̄�, �̄�, �̄�) = 𝑔(�̄�, �̄�, �̄�) και 𝑓(�̄�, �̄�, �̄�) = 𝑔(�̄�, �̄�, �̄�).

Επομένως, έχουμε παραμετρικήσυνέχεια𝐶1 στο �̄�. Επίσης, βλέπουμε ότι εφαπτομένες των𝐹 και𝐺συμπίπτουν
στο �̄�.

Στο Σχήμα 7.4 οι κυβικές καμπύλες 𝐹 και𝐺 ενώνονται στο �̄� και επιπλέον έχουμε

𝑓(�̄�, �̄�, �̄�) = 𝑔(�̄�, �̄�, �̄�), 𝑓(�̄�, �̄�, �̄�) = 𝑔(�̄�, �̄�, �̄�), 𝑓(�̄�, �̄�, �̄�) = 𝑔(�̄�, �̄�, �̄�)

𝑓(�̄�, �̄�, �̄�) = 𝑔(�̄�, �̄�, �̄�) και 𝑓(�̄�, �̄�, �̄�) = 𝑔(�̄�, �̄�, �̄�).
Έτσι, οι 𝐹 και𝐺 ενώνονται με παραμετρική συνέχεια 𝐶2.

Στο επόμενο κεφάλαιο θα μελετήσουμε τις𝐵−𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλες των οποίων ο ορισμός βασίζεται στην παρα-
μετρική συνέχεια την οποία εισάγαμε σε αυτή την ενότητα. Ας σημειωθεί ότι μία πιο ασθενής έννοια συνέχειας
στα σημεία ένωσης των καμπυλών η οποία χρησιμοποιείται αρκετά συχνά είναι η γεωμετρική συνέχεια. Αυτή
βασίζεται σε γεωμετρικά στοιχεία των καμπυλών και ορίζεται ως εξής:Δύο καμπύλες ενώνονται με γεωμετρική
συνέχεια 𝐺2 σ’ ένα σημείο, αν το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα είναι συνεχές και η καμπυλότητα είναι συ-
νεχής στο σημείο της ένωσης. Η έννοια της γεωμετρικής συνέχειας οδηγεί στην κατασκευή πιο ευέλικτων
μορφών καμπυλών όπως των 𝜈−, 𝜇− και 𝛾 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 [1, 5, 7]
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Σχήμα 7.3: Συνένωση κυβικών καμπυλών με παραμετρική συνέχεια 𝐶1 στο 𝑞.

Σχήμα 7.4: Συνένωση κυβικών καμπυλών με παραμετρική συνέχεια 𝐶2 στο 𝑞.

7.6 Ασκήσεις-Εργασίες

Ασκήσεις

7.6.1 Θεωρούμε την κυβική καμπύλη 𝐹 στο επίπεδο η οποία ορίζεται από τα εξής τέσσερα σημεία ελέγχου
ως προς το ομοπαραλληλικό πλάισιο 𝑟 = 0, 𝑠 = 1 του𝔸:

𝑏0 = (6, −6), 𝑏1 = (−6, 10), 𝑏2 = (−6, −10), 𝑏3 = (6, 6).

Να βρεθούν τα σημεία 𝐹(1/3), 𝐹(1/2) και 𝐹(2/3) με τη χρήση του αλγορίθμου του de Casteljau.

7.6.2 Δίνεται η πολυωνυμική καμπύλη

𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3, 𝑡 ⟼ (𝑡3 + 1, 2𝑡 + 1, 𝑡2 + 3).

Να βρεθεί η πολική μορφή της 𝐹 με τον μικρότερο βαθμό και τα σημεία ελέγχου της ως προς το ομο-
παραλληλικό πλαίσιο (0, 1). Κατόπιν να υπολογιστεί το σημείο 𝐹(1/2), να διαιρεθεί το τμήμα 𝐹([0, 1])
σε δύο τμήματα και να υπολογιστούν τα σημεία ελέγχου κάθε τμήματος.

7.6.3 Θεωρούμε την καμπύλη 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸2 η οποία ορίζεται από τις σχέσεις

𝑥(𝑡) = 9𝑝(3𝑡2 − 1) και 𝑦(𝑡) = 9𝑝𝑡(3𝑡2 − 1),
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όπου 𝑝 ∈ 𝔸⧵ {0}. Να βρεθούν οι πολικές μορφές των 𝑥(𝑡) και 𝑦(𝑡), τα σημεία ελέγχου της καμπύλης ως
προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο 𝑟 = −1 και 𝑠 = 1 και οι εφαπτομένες της καμπύλης στο 𝑡 = 0.

7.6.4 Θεωρούμε την καμπύλη 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸2 η οποία ορίζεται από τα παρακάτω σημεία ελέγχου ως προς το
ομοπαραλληλικό πλαίσιο 𝑟 = 0, 𝑠 = 1 του𝔸:

𝑏0 = (0, −4), 𝑏1 = (10, 30), 𝑏2 = (5, 20), 𝑏3 = (0, 30), 𝑏4 = (10, −4).

Να υπολογιστεί το σημείο 𝐹(1/2) με τη χρήση του αλγορίθμου του de Casteljau. Επίσης, να εξεταστεί
αν η καμπύλη 𝐹 τέμνει τον εαυτό της.

7.6.5 Να χρησιμοποιηθεί ο αλγόριθμος του de Casteljau για τον σχεδιασμό μίας καμπύλης 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3

τετάρτου βαθμού της οποίας το τρίτο σημείο ελέγχου 𝑏2 ανήκει στην καμπύλη.

7.6.6 Ας είναι (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6) = (1, 2, 3, 6, 7, 8) μία προοδευτική ακολουθία και

𝑏0 = (0, 1, 0), 𝑏1 = (1, 1, 1), 𝑏2 = (−1, 2, 1), 𝑏3 = (2, 2, −1)

σημεία του𝔸3. Να βρεθεί η μοναδική πολυωνυμική καμπύλη 𝐹 πολικού βαθμού 3 της οποίας η αντί-
στοιχη πολική μορφή 𝑓 ικανοποιεί τις σχέσεις:

𝑓(𝑢𝑘+1, 𝑢𝑘+2, 𝑢𝑘+3) = 𝑏𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, 3).

7.6.7 Ας είναι (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6) = (2, 3, 5, 6, 7, 9) μία προοδευτική ακολουθία και

𝑏0 = (0, 1, 1), 𝑏1 = (1, 1, 1), 𝑏2 = (−2, 2, −1), 𝑏3 = (2, −2, −1)

σημεία του𝔸3. Θεωρούμε τη μοναδική πολυωνυμική καμπύλη 𝐹 πολικού βαθμού 3 της οποίας η αντί-
στοιχη πολική μορφή 𝑓 ικανοποιεί τις σχέσεις:

𝑓(𝑢𝑘+1, 𝑢𝑘+2, 𝑢𝑘+3) = 𝑏𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, 3).

Να χρησιμοποιηθεί ο αλγόριθμος του de Boor για τον υπολογισμό της τιμής 𝑓(−2, 4, 7).

7.6.8 Ας είναι (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6) = (1, 1, 2, 3, 4, 5) μία προοδευτική ακολουθία και 𝑏0 = (0, 0, 1), 𝑏1 =
(1, 0, 1), 𝑏2 = (1, 1, 1), 𝑏3 = (2, 1, −1) τρία σημεία του 𝔸3. Να προσδιοριστεί η μοναδική συμμετρική
3-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸3 →𝔸3 η οποία ικανοποιεί τις ισότητες:

𝑓(𝑢𝑘+1, 𝑢𝑘+2, 𝑢𝑘+3) = 𝑏𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, 3).

7.6.9 Θεωρούμε την καμπύλη 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3 με σημεία ελέγχου

𝑏0 = (1, 0, 0), 𝑏1 = (1, 1, 1), 𝑏2 = (0, 1, 1), 𝑏3 = (1, 1, 3),

ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (𝑝, 𝑞) = (1, 2) και την καμπύλη𝐺 ∶ 𝔸 → 𝔸3 με σημεία ελέγχου

𝑐0 = (1, 1, 3), 𝑐1 = (4, 1, 9), 𝑐2 = (2, −3, 1), 𝑐3 = (4, 2, 2)

ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο (𝑞, 𝑟) = (2, 4). Να βρεθεί το είδος της παραμετρικής συνέχειας με
την οποία συνενώνονται.
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7.6.10 Ας είναι 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3 μία κυβική καμπύλη η οποία ορίζεται από τα σημεία 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 ως προς το
ομοπαραλληλικό πλαίσιο 𝑟 = 0, 𝑠 = 1 του𝔸. Ας υποθέσουμε ότι ένα μόνο από τα σημεία ελέγχου 𝑏𝑖
αλλάζει σε ένα άλλο σημείο 𝑏′𝑖 . Τότε, παίρνουμε μία διαφορετική καμπύλη 𝐹′. Να δειχθεί ότι για κάθε
𝑡 ∈ [0, 1], έχουμε:

‖𝐹′(𝑡) − 𝐹(𝑡)‖ = 𝐵3𝑖 (𝑡)‖𝑏′𝑖 − 𝑏𝑖‖

(όπου 𝐵3𝑖 (𝑡) είναι το 𝑖-οστό πολυώνυμο του Berstein βαθμού 3). Επίσης, να υπολογιστεί η ποσότητα
‖𝐹′(𝑡) − 𝐹(𝑡)‖ για 𝑖 = 2 και 𝑡 = 1/2, 1/4.

7.6.11 Ας είναι (𝑟, 𝑠) με 𝑟 < 𝑠 ένα ομοπαραλληλικό πλαίσιο του 𝔸 και 𝑡 ∈ 𝔸 με 𝑟 < 𝑡 < 𝑠. Θεωρούμε μία
πολυωνυμική καμπύλη 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛 και ας είναι 𝑓 η πολική μορφή της. Θέτουμε 𝑏0,𝑚−1 = 𝑓(𝑡, … , 𝑡, 𝑟)
και 𝑏1,𝑚−1 = 𝑓(𝑡, … , 𝑡, 𝑠). Να δειχθεί ότι ισχύει:

𝐷𝐹(𝑡) = 𝑚
𝑠 − 𝑟 (𝑏1,𝑚−1 − 𝑏0,𝑚−1).

Επίσης, η εφαπτομένη ευθεία της καμπύλης 𝐹 στο 𝐹(𝑡) είναι ο ομοπαραλληλικός υποχώρος που ορίζεται
από τα σημεία 𝑏1,𝑚−1 και 𝑏0,𝑚−1.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

ΚΑΜΠΥΛΕΣ Β-Spline

Σύνοψη
Στο προηγούμενο κεφάλαιο μελετήσαμε τη μορφή του Bézier των πολυωνυμικών καμπυλών. Αν και η μορφή
αυτήαποτελεί ένασημαντικό εργαλείογια τηΓεωμετρικήΜoντελοποίηση, έχει και μερικάμειονεκτήματα.Για
παράδειγμα, μετακίνηση ενός σημείου ελέγχου επηρεάζει ολόκληρη την καμπύλη και όχι ένα μικρό μέρος της.
Επίσης, η χρήση καμπυλών με πολύγωνο ελέγχου το οποίο έχει μεγάλο πλήθος σημείων 𝑚 καθιστά αρκετά
δαπανηρό τον υπολογισμό τωνσημείων της καμπύλης, καθώςκάθε τέτοιος υπολογισμός χρειάζεται𝑚(𝑚+1)/2
βήματα. Έτσι τα μειονεκτήματα της μορφή του Bézier οδήγησαν στην ανάπτυξη και χρήση των καμπυλών B-
spline οι οποίες προκύπτουν από συνένωση πολυωνυμικών καμπυλών με κατάλληλες συνθήκες συνέχειας. Σ’
αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε τις καμπύλες αυτές και θα δούμε βασικές τους ιδιότητες. Περισσότερες
πληροφορίες δίνονται στα εξής συγγράμματα και άρθρα τα οποία επισυνάπτονται στο τέλος του κεφαλαίου.

8.1 Άπειρες Ακολουθίες Κόμβων

Πρώτα θα εισάγουμε την έννοια της ακολουθίας κόμβων για να τη χρησιμοποιήσουμε στον ορισμό των κα-
μπυλών 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒.

Ορισμός 8.1. Καλούμε ακολουθία κόμβων κάθε οικογένεια 𝑈 = (𝑢𝑖)𝑖∈I σημείων του Α τέτοιων, ώστε 𝑢𝑖 ≤
𝑢𝑖+1, για κάθε 𝑖 ∈ 𝐼, και κάθε στοιχείο 𝑢𝑖 εμφανίζεται το πολύ πεπερασμένο πλήθος φορών. Καθε στοιχείο 𝑢𝑖
καλείται κόμβος. Το πλήθος των εμφανίσων του 𝑢𝑖 καλείται πολλαπλότητα του 𝑢𝑖 και συμβολίζεται με 𝜋(𝑢𝑖).
Αν𝑀 είναι ακέραιος ≥ 1 τέτοιος, ώστε 𝜋(𝑢𝑖) ≤ 𝑀, για κάθε 𝑖 ∈ 𝐼, τότε λέμε ότι η ακολουθία 𝑈 έχει βαθμό
πολλαπλότητας το πολύ𝑀. Αν 𝜋(𝑢𝑖) = 1, τότε ο κόμβος 𝑢𝑖 καλείται απλός. H ακολουθία 𝑈 = (𝑢𝑖)𝑖∈𝐼 καλείται
ομοιόμορφη, αν υπάρχει θετικός πραγματικός αριθμός ℎ τέτοιος, ώστε για κάθε 𝑘 ∈ 𝐼 να ισχύει 𝑢𝑘+1 = 𝑢𝑘 + ℎ.

Παράδειγμα 8.1. Θεωρούμε το παρακάτω τμήμα μίας ακολουθίας κόμβων:

… , −1, 2, 4, 4, 4, 8, 9, 9, 10… .
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Παρατηρούμε ότι 𝜋(4) = 3 και 𝜋(9) = 2.

Ας είναι𝑚 ακέραιος ≥ 1 και𝑈 = (𝑢𝑖)𝑖∈ℤ μία ακολουθία κόμβων με βαθμό πολλαπλότητας ≤ 𝑚 + 1.

Ορισμός 8.2. Καλούμε τμηματικά πολυωνυμική καμπύλη βαθμού 𝑚 επί της ακολουθίας 𝑈 κάθε απεικόνιση
𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛 (𝑛 ≥ 2) τέτοια, ώστε για κάθε δύο διαδοχικούς κόμβους 𝑢𝑖 και 𝑢𝑖+1 με 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1 να υπάρχει
πολυωνυμική καμπύλη 𝐹𝑖 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛 πολικού βαθμού𝑚 έτσι, ώστε ο περιορισμός της 𝐹 επί του διαστήματος
[𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1[ να ισούται με την 𝐹𝑖.

Παρατηρούμεότι στονορισμόδενδίνεται καμμίασυνθήκησχετικάμε την ένωσητου τμήματος𝐹𝑖([𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1])
με το 𝐹𝑖+𝜋(𝑢𝑖+1)([𝑢𝑖+1, 𝑢𝑖+1+𝜋(𝑢𝑖+1)]), δηλαδή αυτά ενώνονται με παραμετρική συνέχεια𝐶

−1 στο 𝑢𝑖+1. Στη συνέ-
χεια εισάγουμε μία ειδική οικογένεια τμηματικά πολυωνυμικών καμπύλων οι οποίες στα σημεία ένωσης των
τμημάτων των πολυωνυμικών καμπυλών οι οποίες τις αποτελούν, απαιτούν κατάλληλες συνθήκες παραμετρι-
κής συνέχειας.

Ορισμός 8.3. Καλούμε καμπύλη 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 βαθμού𝑚 επί της ακολουθίας𝑈 μία τμηματικά πολυωνυμική κα-
μπύλη 𝐹 επί της𝑈, αν για κάθε 𝑖 ∈ ℤ τα τμήματα 𝐹𝑖([𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1]) και 𝐹𝑖+𝜋(𝑢𝑖+1)([𝑢𝑖+1, 𝑢𝑖+1+𝜋(𝑢𝑖+1)]) ενώνονται με
παραμετρική συνέχεια 𝐶𝑚−𝜋(𝑢𝑖+1) στο 𝑢𝑖+1.

Παράδειγμα 8.2. Ας είναι𝑈 = (𝑢𝑖)𝑖∈ℤ μία ακολουθία απλών κόμβων και μία ακολουθία διακεκριμένων ση-
μείων (𝑃𝑖)𝑖∈ℤ τουΑ𝑛 (𝑛 ≥ 2). Τα σημεία του ευθύγραμμου τμήματος [𝑃𝑖−1𝑃𝑖] δίνονται από τη σχέση:

𝐹𝑖(𝑡) =
𝑢𝑖+1 − 𝑡
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖

𝑃𝑖−1 +
𝑡 − 𝑢𝑖

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
𝑃𝑖, 𝑡 ∈ [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1].

Για κάθε ακέραιο 𝑖 ορίζουμε την απεικόνιση:

Ν1
𝑖 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑡 − 𝑢𝑖
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖

, αν 𝑡 ∈ [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1],

𝑢𝑖+2 − 𝑡
𝑢𝑖+2 − 𝑢𝑖+1

, αν 𝑡 ∈ [𝑢𝑖+1, 𝑢𝑖+2],

0, οπουδήποτε αλλού.

Στη συνέχεια, για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸, θεωρούμε το άθροισμα:

𝐹(𝑡) = 
𝑖∈ℤ

𝑁1
𝑖 (𝑡)𝑃𝑖.

Αν 𝑡 ∈ [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1], τότε
𝑁1
𝑖 (𝑡) =

𝑡 − 𝑢𝑖
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖

, 𝑁1
𝑖−1(𝑡) =

𝑢𝑖+1 − 𝑡
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖

καιΝ1
𝑙 (𝑡) = 0 για κάθε 𝑙 ≠ 𝑖 − 1, 𝑖. Επομένως, ισχύει:

𝐹(𝑡) = 𝑁1
𝑖−1(𝑡)𝑃𝑖−1 + 𝑁1

𝑖 (𝑡)𝑃𝑖 = 𝐹𝑖(𝑡).

Επιπλέον, έχουμε 𝐹𝑖(𝑢𝑖+1) = 𝑃𝑖 = 𝐹𝑖+1(𝑢𝑖+1). Συνεπώς, η 𝐹(𝑡) είναι μία 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλη βαθμού 1 επί της
ακολουθίας𝑈 της οποίας όλα τα τμήματα ενώνονται με παραμετρική συνέχεια 𝐶0.

Παράδειγμα 8.3. Θεωρούμε τα σημεία 𝑃𝑖 = (2𝑖 − 2, (𝑖 − 1)3 + 𝑖3) και𝑄𝑖 = (2𝑖 − 1, 2𝑖3), 𝑖 ∈ ℤ, και τα τμήματα
καμπυλών σε μορφή Bézier που δίνονται από τις απεικονίσεις 𝐹𝑖 ∶ [𝑖, 𝑖 + 1] → 𝔸2, με

𝐹𝑖(𝑡) = 𝐵20[𝑖, 𝑖 + 1](𝑡)𝑃𝑖 + 𝐵21[𝑖, 𝑖 + 1](𝑡)𝑄𝑖 + 𝐵22[𝑖, 𝑖 + 1](𝑡)𝑃𝑖+1

ή πιο αναλυτικά
𝐹𝑖(𝑡) = (2𝑡 − 2, 6𝑖𝑡2 + (2 − 6𝑖 − 6𝑖2)𝑡 + 2𝑖3 + 3𝑖2 + 𝑖 − 1).
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Έχουμε
𝑄𝑖 + 𝑄𝑖+1 = (2𝑖 − 1, 2𝑖3) + (2𝑖 + 1, 2(𝑖 + 1)3) = 2(2𝑖, 𝑖3 + (𝑖 + 1)3) = 2𝑃𝑖+1

και επομένως, σύμφωνα με την Ενότητα 3.6, τα τμήματα 𝐹𝑖([𝑖, 𝑖 + 1]) και 𝐹𝑖+1([𝑖 + 1, 𝑖 + 2]) ενώνονται με
παραμετρική συνέχεια𝐶1. Συνεπώς, η απεικόνιση 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸2, με 𝐹(𝑡) = 𝐹𝑖(𝑡) για κάθε 𝑡 ∈ [𝑖, 𝑖+ 1], καμπύλη
B-spline βαθμού 2 επί της ακολουθίας των ακεραίων.

Στηνπαρακάτωπρότασηθαδούμε ότι στις καμπύλεςB-spline οι τιμές τωνπολικώνμορφών𝑓𝑖 και𝑓𝑗 (𝑖 < 𝑗)
συνδέονται στην περίπτωση όπου το πλήθος 𝑗 − 𝑖 των ενδιάμεσων κόμβων είναι ≤ 𝑚.

Πρόταση8.1. Mία τμηματικά πολυωνυμική καμπύλη𝐹 πολικού βαθμού𝑚 επί της𝑈 είναι μία καμπύλη𝐵−𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒,
αν και μόνον αν, για κάθε ζεύγος δεικτών 𝑖, 𝑗 με 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑖 +𝑚, 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1, 𝑢𝑗 < 𝑢𝑗+1 και για κάθε 𝑥1, … , 𝑥𝑖+𝑚−𝑗 ∈ 𝔸
ισχύει:

𝑓𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑖+𝑚−𝑗, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗) = 𝑓𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑖+𝑚−𝑗, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗).

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι για κάθε 𝑖, 𝑗 με 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑖+𝑚, 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1, 𝑢𝑗 < 𝑢𝑗+1 και για κάθε 𝑥1, … , 𝑥𝑖+𝑚−𝑙 ∈ 𝔸
ισχύει:

𝑓𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑖+𝑚−𝑙, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗) = 𝑓𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑖+𝑚−𝑙, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗).
Έτσι, αν𝜋(𝑢𝑖+1) ≤ 𝑚, τότε οι πολικές μορφές𝑓𝑖 και𝑓𝑖+𝜋(𝑢𝑖+1) παίρνουν τις ίδιες τιμές σε κάθεσημείο (𝑥1, … , 𝑥𝑚−𝜋(𝑢𝑖+1), 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑖+𝜋(𝑢𝑖+1))
του𝔸𝑚.Καθώς𝑢𝑖+1 = … = 𝑢𝑖+𝜋(𝑢𝑖+1), από τηνΠρόταση7.5 έπεται ότι τα τμήματα𝐹𝑖([𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1])και𝐹𝑖+𝜋(𝑢𝑖+1)([𝑢𝑖+1, 𝑢𝑖+𝜋(𝑢𝑖+1)])
ενώνονται με παραμετρική συνέχεια𝐶𝑚−𝜋(𝑢𝑖+1) στο 𝑢𝑘+1. Αν𝜋(𝑢𝑖+1) = 𝑚+1, τότε τα παραπάνω τμήματα ενώ-
νονται με παραμετρική συνέχεια 𝐶−1 στο 𝑢𝑖+1. Συνεπώς, η 𝐹 είναι μία καμπύλη B-spline.

Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι η 𝐹 είναι μία καμπύλη B-spline. Θεωρούμε δύο δείκτες 𝑖 και 𝑗 με 𝑖 < 𝑗 ≤
𝑖 + 𝑚, 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1 και 𝑢𝑗 < 𝑢𝑗+1. Ας είναι 𝑛1, … , 𝑛ℎ οι πολλαπλότητες των διαδοχικών διαφορετικών κόμβων
της ακολουθίας 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗 και επομένως 𝑛1 +⋯ + 𝑛ℎ = 𝑗 − 𝑖. Θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο της μαθηματικής
επαγωγής επί του ℎ. Ας είναι ℎ = 1. Καθώς τα τμήματα 𝐹𝑖([𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1]) και 𝐹𝑖+𝑛1([𝑢𝑖+1, 𝑢𝑖+1+𝑛1]) ενώνονται με
παραμετρική συνέχεια 𝐶𝑚−𝑛1 στο 𝑢𝑖+1, από την Πρόταση 7.5 έχουμε ότι οι πολικές μορφές 𝑓𝑖 και 𝑓𝑖+𝑛1 παίρ-
νουν τις ίδιες τιμές σε κάθε σημείο (𝑥1, … , 𝑥𝑚−𝑛1 , 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑖+𝑛1) ∈ 𝔸𝑚. Στη συνέχεια ας υποθέσουμε ότι για
ℎ = 𝑟 η προς απόδειξη σχέση ισχύει. Ας είναι ℎ = 𝑟 + 1. Τότε, για την ακολουθία 𝑢𝑖+𝑛1+1, … , 𝑢𝑗 η υπόθεση
της επαγωγής αληθεύει και επομένως οι πολικές μορφές 𝑓𝑖+𝑛1 και 𝑓𝑗 παίρνουν τις ίδιες τιμές σε κάθε σημείο
(𝑥1, … , 𝑥𝑚+𝑖−𝑛1−𝑙, 𝑢𝑖+𝑛1+1, … , 𝑢𝑗) ∈ 𝔸𝑚. Επίσης, από την περίπτωση ℎ = 1 έχουμε ότι οι 𝑓𝑖 και 𝑓𝑖+𝑛1 παίρνουν
τις ίδιες τιμές σε κάθε σημείο (𝑥1, … , 𝑥𝑚−𝑛1 , 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑖+𝑛1) ∈ 𝔸𝑚. Συνεπώς, οι τιμές των 𝑓𝑖 και 𝑓𝑗 συμπίπτουν
σε κάθε σημείο (𝑥1, … , 𝑥𝑚+𝑖−𝑗, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗) ∈ 𝔸𝑚.

Aς υποθέσουμε ότι η 𝐹 είναι μία καμπύλη 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 και 𝑘 ακέραιος. Αν 𝑖 και 𝑗 είναι δείκτες με 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1,
𝑢𝑗 < 𝑢𝑗+1 και 𝑘 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑘 + 𝑚, τότε από την Πρόταση 8.1 έχουμε:

𝑓𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚) = 𝑓𝑗(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚).

Ορισμός 8.4. Η κοινή τιμή 𝑑𝑘 των πολικών μορφών 𝑓𝑖 με 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 + 𝑚 στο (𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚) καλείται σημείο
ελέγχου του 𝑑𝑒 𝐵𝑜𝑜𝑟.

Παράδειγμα 8.4. Θεωρούμε την B-spline καμπύλη του Παραδείγματος 8.3. Θα υπολογίσουμε τα σημεία
ελέγχου του de Boor. Η καμπύλη αυτή προκύπτει από τη συνένωση των τμημάτων καμπυλών 𝐹𝑖 ∶ [𝑖, 𝑖 + 1] →
𝔸2, 𝑖 ∈ ℤ, με

𝐹𝑖(𝑡) = (2𝑡 − 2, 6𝑖𝑡2 + (2 − 6𝑖 − 6𝑖2)𝑡 + 2𝑖3 + 3𝑖2 + 𝑖 − 1).
Από το Παράδειγμα 5.17 προκύπτει ότι η πολική μορφή της 𝐹𝑖 δίνεται από τη σχέση

𝑓𝑖(𝑡1, 𝑡2) = 2𝐹𝑖 
𝑡1 + 𝑡2
2

 − 12𝐹𝑖(𝑡1) −
1
2𝐹𝑖(𝑡2) =

(𝑡1 + 𝑡2 − 2, 6𝑖𝑡1𝑡2 + (1 − 3𝑖 − 3𝑖2)(𝑡1 + 𝑡2) + 2𝑖3 + 3𝑖2 + 𝑖 − 1).

Έτσι, τα σημεία του de Boor είναι τα σημεία

𝑑𝑘 = 𝑓𝑘(𝑘 + 1, 𝑘 + 2) = (2𝑘 + 1, 2𝑘3 + 6𝑘2 + 6𝑘 + 2), 𝑘 ∈ ℤ.



130 ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ ΚΑΙ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΚΑΜΠΥΛΩΝ

Το παρακάτω σχήμα δείχνει μέρος μίας κυβικής Β − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλης 𝐹 που αντιστοιχεί στους διαφορε-
τικούς συνεχόμενους κόμβους 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5. Συμβολίζουμε με 𝑓𝑖 την πολική μορφή της καμπύλης 𝐹𝑖 που
αντιστοιχεί στο διάστημα [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1]. Τα σημεία της 𝐹 που αντιστοιχούν στους κόμβους 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5 είναι
τα 𝑃𝑖 = 𝐹(𝑢𝑖) = 𝑓𝑖(𝑢𝑖, 𝑢𝑖, 𝑢𝑖), (𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5). Τα αντίστοιχα σημεία ελέγχου του de Boor της 𝐹 είναι:

𝑑0 = 𝑓0(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 𝑓1(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 𝑓2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 𝑓3(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3),

𝑑1 = 𝑓1(𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) = 𝑓2(𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) = 𝑓3(𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) = 𝑓3(𝑢2, 𝑢3, 𝑢4),

𝑑2 = 𝑓2(𝑢3, 𝑢4, 𝑢5) = 𝑓3(𝑢3, 𝑢4, 𝑢5) = 𝑓4(𝑢3, 𝑢4, 𝑢5) = 𝑓4(𝑢3, 𝑢4, 𝑢5).

Καθώς οι κόμβοι 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5 είναι διαφορετικοί, η 𝐹 έχει παραμετρική συνέχεια 𝐶2 στους κόμβους
𝑢2, 𝑢3, 𝑢4. Έτσι, έχουμε ότι οι πολικές𝑓1,𝑓2 έχουν τις ίδιες τιμές στις τριάδες𝑢1, 𝑢1, 𝑢2 και (𝑢1, 𝑢2, 𝑢2), οι𝑓1,𝑓2,
𝑓3 τις ίδιες τιμές στις (𝑢2, 𝑢2, 𝑢3) και (𝑢2, 𝑢3, 𝑢3), οι πολικές 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4 στις τριάδες (𝑢3, 𝑢3, 𝑢4) και (𝑢3, 𝑢4, 𝑢4),
και τέλος οι πολικές𝑓3,𝑓4 στις (𝑢4, 𝑢4, 𝑢5) και (𝑢4, 𝑢5, 𝑢5). Επίσης, τα σημεία ελέγχου τουBézier που αντιστοι-
χούν στο τμήμα 𝐹𝑖 της 𝐹 εκτός των ακραίων σημείων είναι τα 𝑏𝑖,1 = 𝑓𝑖(𝑢𝑖, 𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1) και 𝑏𝑖,2 = 𝑓𝑖(𝑢𝑖, 𝑢𝑖+2, 𝑢𝑖+1)
(𝑖 = 1, 2, 3, 4).

Σχήμα 8.1:Μέρος κυβικής καμπύλης που αντιστοιχεί στο διάστημα [𝑢1, 𝑢5].

Το παρακάτω θεώρημα δείχνει τη σημασία των σημείων του de Boor για τις καμπύλες B-spline:

Θεώρημα 8.1. Ας είναι 𝑈 = (𝑢𝑘)𝑘∈ℤ μία ακολουθία κόμβων με βαθμό πολλαπλότητας το πολύ 𝑚 + 1 και μία
ακολουθία σημείων (𝑑𝑘)𝑘∈ℤ τουΑ𝑛 (𝑛 ≥ 2). Τότε, υπάρχει μία μοναδική𝐵−𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλη 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛 πολικού
βαθμού𝑚 επί της𝑈 τέτοια, ώστε για κάθε ζεύγος δεικτών 𝑘, 𝑖 με 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1 και 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 + 𝑚 η πολική μορφή 𝑓𝑖
της καμπύλης 𝐹𝑖 ικανοποιεί την ισότητα

𝑑𝑘 = 𝑓𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚).

Απόδειξη. Αςυποθέσουμε ότι μία τέτοιαB-spline καμπύλη𝐹 υπάρχει.Θεωρούμε την εξής ακολουθία κόμβων:

𝑢𝑖−𝑚+1 ≤ … ≤ 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1 ≤ … ≤ 𝑢𝑖+𝑚.

Η ακολουθία αυτή είναι προοδευτική, και επομένως, από την Πρόταση 7.1, έχουμε ότι υπάρχει μία μοναδική
πολυωνυμική απεικόνιση 𝐹𝑖 της οποίας η πολική μορφή 𝑓𝑖 ικανοποιεί την ισότητα

𝑑𝑘 = 𝑓𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚),
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για κάθε 𝑘 με 𝑖 − 𝑚 ≤ 𝑘 ≤ 𝑖. Έτσι, καθώς τα τμήματα της 𝐹 που αντιστοιχούν στις 𝐹𝑖 ορίζονται με μοναδικό
τρόπο, η καμπύλη 𝐹 είναι μοναδική.

Στη συνέχεια, θα αποδείξουμε την ύπαρξη της B-spline καμπύλης 𝐹 με την παραπάνω ιδιότητα. Σύμφωνα
με την Πρόταση 7.1, υπάρχει μία πολυωνυμική απεικόνιση 𝐹𝑖 της οποίας η πολική μορφή 𝑓𝑖 ικανοποιεί την
ισότητα

𝑑𝑘 = 𝑓𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚),

για κάθε 𝑘 με 𝑖 − 𝑚 ≤ 𝑘 ≤ 𝑖. Ας είναι 𝑖, 𝑗 με 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑖 + 𝑚, 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1 και 𝑢𝑗 < 𝑢𝑗+1. Θα δείξουμε ότι οι τιμές των
πολικών μορφών 𝑓𝑖 και 𝑓𝑗 συμπίπτουν σε κάθε σημείο του𝔸𝑚 που μεταξύ των συντεταγμένων του βρίσκονται
οι κόμβοι 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗. Για κάθε δείκτη 𝑘 με 𝑗 − 𝑚 ≤ 𝑘 ≤ 𝑖 ισχύει:

𝑓𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚) = 𝑑𝑘 = 𝑓𝑗(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚).

Πιο αναλυτικά, έχουμε ότι οι τιμές των 𝑓𝑖 και 𝑓𝑗 συμπίπτουν στα σημεία με συντεταγμένες που δίνονται από
τις γραμμές του παρακάτω πίνακα:

𝑢𝑗−𝑚+1 𝑢𝑗−𝑚+2 … 𝑢𝑖 𝑢𝑖+1 … 𝑢𝑗
𝑢𝑗−𝑚+2 … 𝑢𝑖 𝑢𝑖+1 … 𝑢𝑗 𝑢𝑗+1

⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝑢𝑖 𝑢𝑖+1 … 𝑢𝑗 𝑢𝑗+1 … 𝑢𝑖+𝑚.

Θέτουμε 𝑙 = 𝑚 − 𝑗 + 𝑖 και θεωρούμε τις συμμετρικές πολυομοπαραλληλικές απεικονίσεις 𝑔𝑖 ∶ 𝔸𝑙 → 𝔸𝑛 και
𝑔𝑗 ∶ 𝔸𝑙 →𝔸𝑛 που ορίζονται από τις σχέσεις:

𝑔𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑙) = 𝑓𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑙, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗)

και
𝑔𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑙) = 𝑓𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑙, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗),

για κάθε (𝑥1, … , 𝑥𝑙) ∈ 𝔸𝑙. Καθώς 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1 ≤ 𝑢𝑗, η ακολουθία των 2𝑙 κόμβων 𝑢𝑗−𝑚+1, … , 𝑢𝑖, 𝑢𝑗+1, … , 𝑢𝑖+𝑚 είναι 
προοδευτική. Επίσης, για 𝑘 = 1, … , 𝑙, οι απεικονίσεις 𝑔𝑖 και 𝑔𝑗 παίρνουν την τιμή 𝑑𝑘 στο σημείο (𝑢𝑗−𝑚+𝑘, … , 
𝑢𝑖, 𝑢𝑗+1, … , 𝑢𝑗+𝑘−1). Επομένως, σύμφωνα με την Πρόταση 7.1, έχουμε 𝑔𝑖 = 𝑔𝑗 και κατά συνέπεια οι τιμές των 
𝑓𝑖 και 𝑓𝑗 συμπίπτουν σε κάθε σημείο του 𝔸𝑚 που μεταξύ των συντεταγμένων του βρίσκονται οι κόμβοι 𝑢𝑖+1, 
… , 𝑢𝑗. Άρα, η καμπύλη 𝐹 που δημιουργείται από την ένωση των τμημάτων 𝐹𝑖([𝑢𝑘, 𝑢𝑘+1]) είναι B-spline.

Παρατήρηση 8.1. Ας είναι 𝑢𝑖 ένας κόμβος με 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1. Τότε, η ανισότητα 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 + 𝑚 μας δίνει τα
τμήματα των καμπυλών𝐹𝑖 τα οποία επηρεάζονται από το σημείο του deBoor 𝑑𝑘. Από την άλληπλευρά, έχουμε
𝑖 − 𝑚 ≤ 𝑘 ≤ 𝑖 και έτσι βλέπουμε ποια σημεία του de Boor επηρεάζονται από το τμήμα 𝐹𝑖.

8.2 Ειδικές Ακολουθίες Κόμβων

Σ’ αυτή την ενότητα θ’ ασχοληθούμε με ειδικές κατηγορίες ακολουθιών κόμβων, τις κυκλικές και τις πεπερα-
σμένες.

8.2.1 Κυκλικές Ακολουθίες Κόμβων

Ορισμός 8.5. Ας είναι 𝐿,𝑁, 𝑇 ∈ ℕ με 𝐿 ≥ 2 και𝑁 ≥ 𝐿. Μία κυκλική ακολουθία κόμβων περιόδου 𝐿, μήκος κύ-
κλου𝑁 και μεγέθους περιόδου 𝑇 είναι μία οικογένεια κόμβων𝑈 = (𝑢𝑖)𝑖∈ℤ τέτοια, ώστε υπάρχει μία υπακολου-
θία 𝑢𝑗+1, … , 𝑢𝑗+𝑁 η οποία έχει ακριβώς 𝐿 διαφορετικούς κόμβους με πολλαπλότητες 𝑛1, … , 𝑛𝐿, 𝑢𝑗+𝑁 < 𝑢𝑗+𝑁+1
και 𝑢𝑘+𝑁 = 𝑢𝑘 + 𝑇, για κάθε 𝑘 ∈ ℤ.

Η κυκλική ακολουθία κόμβων𝑈, περιόδου 𝐿, μήκος κύκλου𝑁 και μεγέθους περιόδου 𝑇 έχει τη μορφή
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… 𝑢𝑗+1 𝑢𝑗+𝑛1+1 … 𝑢𝑗+𝑛1+⋯+𝑛𝐿−1+1 𝑢𝑗+𝑁+1
⋮ ⋮ … ⋮ ⋮

𝑢𝑗+𝑛1 𝑢𝑗+𝑛1+𝑛2 … 𝑢𝑗+𝑁 𝑢𝑗+𝑁+𝑛1

𝑛1 𝑛2 … 𝑛𝐿 𝑛1
όπου

𝑛1 +⋯+ 𝑛𝐿 = 𝑁, 𝑢𝑁 < 𝑢𝑁+1
και 𝑢𝑖+𝑁 = 𝑢𝑖 + 𝑇, για κάθε 𝑖 ∈ ℤ. Πιο αναλυτικά, κάθε στήλη περιέχει διαδοχικούς ίσους κόμβους και στο
τέλος της αναγράφεται η πολλαπλότητά τους.

Παράδειγμα 8.5. Μία κυκλική ακολουθία κόμβων με𝑁 = 8, 𝐿 = 5 και 𝑇 = 7 δίνεται παρακάτω:

… ,0,1,1,1,2,3,3,5, 7, 8, 8, 8, 9, 10, 10, 12, 14, 15, 15, 15, …

Ορισμός 8.6. Ας είναι 𝑈 κυκλική ακολουθία κόμβων περιόδου 𝐿, μήκους κύκλου 𝑁, μεγέθους περιόδου 𝑇
και βαθμού πολλαπλότητας ≤ 𝑚. Καλούμε κυκλική 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλη βαθμού 𝑚 επί της ακολουθίας𝑈 κάθε
𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλη βαθμού 𝑚 επί της 𝑈, 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛 (𝑛 ≥ 2) τέτοια, ώστε 𝐹𝑖+𝑁(𝑡 + 𝑇) = 𝐹𝑖(𝑡), για κάθε
𝑡 ∈ [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1].

Παρατηρούμε ότι αν 𝐹 είναι μία κυκλική 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλη, τότε ισχύει 𝐹(𝑢𝑖+1) = 𝐹𝑖(𝑢𝑖+1). Πράγματι,
καθώς τα τμήματα 𝐹𝑖([𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1]) και 𝐹𝑖+𝜋(𝑢𝑖+1)([𝑢𝑖+1, 𝑢𝑖+1+𝜋(𝑢𝑖+1)]) ενώνονται με συνέχεια 𝐶

𝑚−𝜋(𝑢𝑖+1) στο 𝑢𝑖+1
και 𝜋(𝑢𝑖+1) ≤ 𝑚, έχουμε:

𝐹𝑖(𝑢𝑖+1) = 𝐹𝑖+𝜋(𝑢𝑖+1)(𝑢𝑖+1) = 𝐹(𝑢𝑢+1).
Πρόταση 8.2. Ας είναι 𝑈 κυκλική ακολουθία κόμβων περιόδου 𝐿, μήκους κύκλου 𝑁, μεγέθους περιόδου 𝑇 και
βαθμού πολλαπλότητας≤ 𝑚. Αν 𝐹 είναι μία κυκλική 𝐵−𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλη επί της𝑈, τότε η οικογένεια των σημείων
του de Boor, (𝑑𝑘)𝑘∈ℤ, της 𝐹 είναι περιοδική με περίοδο𝑁, δηλαδή έχουμε 𝑑𝑘+𝑁 = 𝑑𝑘, για κάθε 𝑘 ∈ ℤ. Αντίστροφα,
για κάθε περιοδική οικογένεια σημείων του 𝔸𝑛 (𝑛 ≥ 2), (𝑑𝑘)𝑘∈𝔸, με περίοδο 𝑁, για κάθε 𝑘 ∈ ℤ, υπάρχει μία
μοναδική κυκλική 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλη βαθμού𝑚 επί της𝑈, 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛, τέτοια, ώστε

𝑑𝑘 = 𝑓𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚),

για κάθε 𝑘, 𝑖 με 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1 και 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 + 𝑚.
Απόδειξη. Από την Πρόταση 5.3 έχουμε ότι για κάθε 𝑥1, … , 𝑥𝑚 ∈ [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1], ισχύει

𝑓𝑖+𝑁(𝑥1 + 𝑇,… , 𝑥𝑚 + 𝑇) = 𝑓𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑚),

απ’ όπου συνεπάγεται ότι η οικογένεια των σημείων του de Boor, (𝑑𝑘)𝑘∈ℤ, της 𝐹 είναι περιοδική με περίοδο𝑁.
Σύμφωνα με τοΘεώρημα 8.1, υπάρχει μία μοναδικήB-spline καμπύλη 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛 επί της𝑈 τέτοια, ώστε

για κάθε ζεύγος δεικτών 𝑘, 𝑖 με 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1 και 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘+𝑚 η πολική μορφή 𝑓𝑖 της καμπύλης 𝐹𝑖 ικανοποιεί την
ισότητα

𝑑𝑘 = 𝑓𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚).
Καθώς ισχύει 𝑑𝑘 = 𝑑𝑘+𝑁 , από την Πρόταση 7.1 έπεται 𝐹𝑖(𝑡) = 𝐹𝑖+𝑁(𝑡 + 𝑇) και επομένως η 𝐹 είναι κυκλική
B-spline καμπύλη.

Το επόμενο σχήμα παριστάνει μία κυβική κυκλική 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλη 𝐹 επί της ακολουθίας
… , −3, −2,1,3,4,5,6, 9, 11, 12, …

η οποία έχει περίοδο 𝐿 = 5, μήκος κύκλου Ν = 5 και μέγεθος περιόδου 𝑇 = 8. Ας είναι 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, 𝐹4, 𝐹5
oι περιορισμοί της 𝐹 στα διαστήματα [1, 3], [3, 4], [4, 5], [5, 6], [6, 9], αντίστοιχα. Επίσης, συμβολίζουμε, ως
συνήθως, με 𝑓𝑖 την πολική μορφή της 𝐹𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3, 4). Τα σημεία της καμπύλης που αντιστοιχούν στους
κόμβους 1, 3, 4, 5, 6 είναι τα 𝑃1 = 𝐹1(1), 𝑃2 = 𝐹2(3), 𝑃3 = 𝐹3(4), 𝑃4 = 𝐹4(5), 𝑃5 = 𝐹5(6). Τα σημεία ελέγχου
του de Boor της 𝐹 είναι τα 𝑑0 = 𝑓1(1, 3, 4), 𝑑1 = 𝑓2(3, 4, 5), 𝑑2 = 𝑓3(4, 5, 6), 𝑑3 = 𝑓4(5, 6, 9), 𝑑4 = 𝑓5(6, 9, 11).
Επίσης, συμβολίζουμε με 𝑏𝑖,1 και 𝑏𝑖,2 τα σημεία ελέγχου τουBézier της𝐹𝑖, εκτός των σημείων που αντιστοιχούν
στα άκρα του διαστήματος.
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Σχήμα 8.2: Κυβική κυκλική καμπύλη που αντιστοιχεί στην ακολουθία… , −3, −2,1,3,4,5,6, 9, 11, 12, ….

8.2.2 Πεπερασμένες Ακολουθίες Κόμβων

Ορισμός 8.7. Ας είναι 𝑚 και 𝑁 ακέραιοι με 𝑚 ≥ 1 και 𝑁 ≥ 0. Μία πεπερασμένη ακολουθία κόμβων βαθμού
πολλαπλότητας≤ 𝑚+1 μεΝ παρεμβαλλόμενους κόμβους είναι μία ακολουθία σημείων του𝔸, (𝑢𝑘)−𝑚≤𝑘≤𝑁+𝑚+1,
με 𝑢𝑖 ≤ 𝑢𝑖+1, 𝜋(𝑢𝑖) ≤ 𝑚 + 1 (𝑖 = −𝑚,… ,𝑁 + 𝑚) και 𝑢−𝑚 < 𝑢𝑁+𝑚+1, 𝜋(𝑢−𝑚) = 𝜋(𝑢𝑁+𝑚+1) = 𝑚 + 1.

Ας είναι μία πεπερασμένη ακολουθία κόμβων βαθμού πολλαπλότητας ≤ 𝑚 + 1 με Ν παρεμβαλλόμενους
κόμβους, 𝑈 = (𝑢𝑘)−𝑚≤𝑘≤𝑁+𝑚+1. Αν 𝑁 = 0, τότε η ακολουθία αυτή αποτελείται από 2(𝑚 + 1) κόμβους, όπου
οι κόμβοι 𝑢−𝑚 και 𝑢𝑚+1 είναι διαφορετικοί και πολλαπλότητας 𝑚 + 1. Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι 𝑁 ≥ 1
και συμβολίζουμε με 𝐿 − 1 το πλήθος των διακεκριμένων κόμβων μεταξύ των 𝑢1, … , 𝑢𝑁 και με 𝑛1, … , 𝑛𝐿−1 τις
πολλαπλότητές τους. Τότε, έχουμε𝑁 = 𝑛1+⋯+𝑛𝐿−1 και η ακολουθία𝑈 από 𝐿+1 διακεκριμένους κόμβους.

Ας είναι 𝑣1, … , 𝑣𝐿−1 οι 𝐿 − 1 διακεκριμένοι κόμβοι της ακολουθίας 𝑢1, … , 𝑢𝑁 γραμμένοι με τη σειρά εμφά-
νισής τους. Τότε, 𝑣1 = 𝑢1 και 𝑣𝑖 = 𝑢𝑛1+⋯+𝑛𝑖−1+1 (𝑖 = 2,… , 𝐿 − 1). Οπότε, η ακολουθία𝑈 έχει την παρακάτω
μορφή:

𝑢−𝑚, … , 𝑢0
𝑚+1

, 𝑢1, … , 𝑢𝑛1
𝑛1

, 𝑢𝑛1+1, … , 𝑢𝑛1+𝑛2
𝑛2

, … , 𝑢𝑁+1, … , 𝑢𝑛𝑁+𝑚+1
𝑚+1

,

όπου τα στοιχεία που βρίσκονται μέσα σε κάθε αγκύλη είναι ίσα.

Παράδειγμα 8.6. Η ακολουθία ακεραίων

2, 2, 2, 2, 0, 0, 1, 4, 5, 5, 6, 8, 8, 8, 8,

είναι μία πεπερασμένη ακολουθία βαθμού πολλαπλότητας ≤ 4 με 7 παρεμβαλλόμενους κόμβους.

Ορισμός 8.8. Μία κατά τμήματα πολυωνυμική καμπύλη βαθμού 𝑚 επί της ακολουθία 𝑈 είναι μία απεικόνιση
𝐹 ∶ [𝑢0, 𝑢𝑁+1] → 𝔸𝑛 (𝑛 ≥ 2) τέτοια, ώστε για κάθε 𝑖 = 0, 𝑛1, 𝑛1 + 𝑛2, … , 𝑛1 + ⋯ + 𝑛𝐿−1 = 𝑁 να υπάρχει
πολυωνυμική καμπύλη 𝐹𝑖 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛 πολικού βαθμού𝑚 έτσι, ώστε ο περιορισμός της 𝐹 επί του διαστήματος
[𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1[ να ισούται με την 𝐹𝑖 (𝑖 = 0, 𝑛1, 𝑛1 + 𝑛2, … ,𝑁 − 1) και ο περιορισμός της 𝐹 επί του [𝑢𝑁 , 𝑢𝑁+1] με την
𝐹𝑁 .

Ορισμός 8.9. Καλούμε καμπύλη 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 βαθμού𝑚 επί της ακολουθίας𝑈 μία τμηματικά πολυωνυμική κα-
μπύλη, 𝐹 ∶ [𝑢0, 𝑢𝑁+1] → 𝔸𝑛 (𝑛 ≥ 2), τέτοια, ώστε τα τμήματα 𝐹𝑖([𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1]) και 𝐹𝑖+𝑛𝑖+1([𝑢𝑖+1, 𝑢𝑖+1+𝑛𝑖+1]) να
ενώνονται με παραμετρική συνέχεια 𝐶𝑚−𝑛𝑖+1 στο 𝑢𝑖+1 (𝑖 = 0, 𝑛1, 𝑛1 + 𝑛2, … , 𝑛1 +⋯+ 𝑛𝐿−2).
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Παρατηρούμε ότι η 𝐵−𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλη 𝐹 αποτελείται από τμήματα των πολυωνυμικών καμπυλών 𝐹0, 
𝐹𝑛1 ,  𝐹𝑛1+𝑛2 , … , 𝐹𝑁 τα οποία ε νώνονται ε πί των αντίστοιχων διαστημάτων με τρόπο ο οποίος ορίζεται 
από την πολλαπλότητα των σημείων της ακολουθίας κόμβων 𝑈. Επίσης, συμβολίζουμε με 𝑓0, 𝑓𝑛1 , 𝑓𝑛1+𝑛2 , 
… , 𝑓𝑁 τις πολικές μορφές των 𝐹0, 𝐹𝑛1 , 𝐹𝑛1+𝑛2 , … , 𝐹𝑁 , αντίστοιχα.

Η Π ρόταση 8.1 μπορεί να προσαρμοστεί στην περίπτωση μίας πεπερασμένης ακολουθίας κόμβων ως ε ξής:

Πρόταση 8.3. Mία τ μηματικά πολυωνυμική καμπύλη 𝐹 πολικού βαθμού 𝑚 επί τ ης 𝑈 είναι μία καμπύλη 𝐵
−𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒, αν και μόνον αν, για κάθε ζ εύγος δεικτών 𝑖 , 𝑗  με −𝑚 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑖 + 𝑚 ≤ 𝑁, 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1, 𝑢𝑗 < 𝑢𝑗+1 και για 
κάθε 𝑥1, … , 𝑥𝑖+𝑚−𝑗 ∈ 𝔸 ισχύει:

𝑓𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑖+𝑚−𝑗, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗) = 𝑓𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑖+𝑚−𝑗, 𝑢𝑖+1, … , 𝑢𝑗).

Χρησιμοποιώντας την προηγουμένη πρόταση μπορούμε να έ χουμε έ να αποτέλεσμα για πεπερασμένες 
ακολουθίες κόμβων, ανάλογο με αυτό του Θεωρήματος 8.1, το οποίο δίνουμε παρακάτω.

Θεώρημα 8.2. Ας ε ίναι 𝑑−𝑚, 𝑑−𝑚+1, … , 𝑑𝑁 σημεία τ ου Α𝑛 (𝑛 ≥ 2). Τότε, υπάρχει μία μοναδική 𝐵−𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 
καμπύλη 𝐹 ∶ [𝑢0, 𝑢N+1] → 𝔸𝑛 επί τ ης 𝑈 τέτοια, ώστε για κάθε ζ εύγος δεικτών 𝑘, 𝑖  με 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1 και −𝑚 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 
και  𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 + 𝑚 ισχύει:

𝑑𝑘 = 𝑓𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚).

Σχήμα 8.3: Κυβική καμπύλη που αντιστοιχεί στην ακολουθία 1, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 6, 6, 6.

Το παραπάνω σχήμα δείχνει μία κυβική B-spline καμπύλη 𝐹 που αντιστοιχεί στην πεπερασμένη ακολουθία
κόμβων

1, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 6, 6, 6.
Συμβολίζουμε με 𝑓𝑖 την πολική μορφή της καμπύλης 𝐹𝑖 που αντιστοιχεί στο διάστημα [𝑖 + 1, 𝑖 + 2] (𝑖 =
0, 1, 2, 3, 4). Τα σημεία της 𝐹 που αντιστοιχούν στους κόμβους 1, 2, 3, 4, 5 είναι τα 𝑃𝑖+1 = 𝐹(𝑢𝑖) = 𝑓𝑖(𝑖 +
1, 𝑖 + 1, 𝑖 + 1), (𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4). Τα σημεία ελέγχου του de Boor, της 𝐹 είναι:

𝑑−3 = 𝑓0(1, 1, 1) = 𝑃1,
𝑑−2 = 𝑓0(1, 1, 2) = 𝑓1(1, 1, 2),
𝑑−1 = 𝑓0(1, 2, 3) = 𝑓1(1, 2, 3) = 𝑓2(1, 2, 3),
𝑑0 = 𝑓0(2, 3, 4) = 𝑓1(2, 3, 4) = 𝑓2(2, 3, 4) = 𝑓3(2, 3, 4),
𝑑1 = 𝑓1(3, 4, 5) = 𝑓2(3, 4, 5) = 𝑓3(3, 4, 5) = 𝑓4(3, 4, 5),
𝑑2 = 𝑓2(4, 5, 6) = 𝑓3(4, 5, 6) = 𝑓4(4, 5, 6),
𝑑3 = 𝑓3(5, 6, 6) = 𝑓4(5, 6, 6),
𝑑4 = 𝑓4(6, 6, 6) = 𝑃6.

Τέλος, τα σημεία ελέγχου τουBézier της𝐹𝑖 εκτός τωνσημείωνπουαντιστοιχούν σταάκρα του διαστήματος
[𝑖 + 1, 𝑖 + 2] είναι τα 𝑏𝑖+1,1 και 𝑏𝑖+1,2 (𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4).
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8.3 Σημεία και Κόμβοι

Ας είναι 𝐹 μία B-spline καμπύλη βαθμού 𝑚, οποιασδήποτε μορφής από αυτές που είδαμε στην Ενότητα 4.1,
επί μίας ακολουθίας κόμβων𝑈 = (𝑢𝑘) και (𝑑𝑘) η αντίστοιχη ακολουθία σημείων ελέγχου του de Boor. Σ’ αυτή
την ενότητα θα ασχοληθούμε με τον υπολογισμό σημείων επί της 𝐹, την εισαγωγή κόμβων στην ακολουθία
της και θα απαριθμήσουμε μερικές χρήσιμες ιδιότητες των B-spline καμπυλών.

8.3.1 Υπολογισμός Σημείων

Για να υπολογίσουμε ένα σημείο 𝐹(𝑡) της καμπύλης προσδιορίζουμε τον δείκτη 𝐽 για τον οποίο ισχύει 𝑢𝐽 ≤ 𝑡 <
𝑢𝐽+1. H ακολουθία κόμβων 𝑢𝐽−𝑚+1, … , 𝑢𝐽+𝑚 είναι προοδευτική και επομένως μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε
τον αλγόριθμο του de Boor και τα σημεία 𝑑𝐽−𝑚, … , 𝑑𝐽 για τον υπολογισμό του σημείου 𝐹(𝑡).

Θέτουμε 𝑑𝑖,0 = 𝑑𝑖−1 (𝑖 = 𝐽 − 𝑚 + 1,… , 𝐽 + 1 − 𝑟), όπου 𝑟 = 𝜋(𝑢𝑗), αν 𝑡 = 𝑢𝐽 , και 𝑟 = 0, διαφορετικά.
Εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο του de Boor, για κάθε 𝑗 = 1, … ,𝑚 − 𝑟 υπολογίζουμε τα σημεία

𝑑𝑖,𝑗 =
𝑢𝑚+𝑖−𝑗 − 𝑡
𝑢𝑚+𝑖−𝑗 − 𝑢𝑖−1

𝑑𝑖−1,𝑗−1 +
𝑡 − 𝑢𝑖−1

𝑢𝑚+𝑖−𝑗 − 𝑢𝑖−1
𝑑𝑖,𝑗−1,

όπου 𝑖 = 𝐽 − 𝑚 + 𝑗 + 1,… , 𝐽 + 1 − 𝑟. Το τελευταίο σημείο που προκύπτει είναι το 𝑑𝐽+1−𝑟,𝑚−𝑟. Ας είναι 𝐹𝑖 η
πολυωνυμική καμπύλη που συμπίπτει με την 𝐹 στο διάστημα [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1] και 𝑓𝑖 η πολική της μορφή. Αν 𝑡 ≠ 𝑢𝐽 ,
τότε 𝑟 = 0 και επομένως

𝑑𝐽+1,𝑚 = 𝑓𝐽(𝑡, … , 𝑡) = 𝐹𝐽(𝑡) = 𝐹(𝑡).
Επίσης, αν 𝑡 = 𝑢𝐽 , τότε 𝑢𝐽−𝑟+1 = ⋯ = 𝑢𝐽 , και επομένως έχουμε:

𝑑𝐽+1−𝑟,𝑚−𝑟 = 𝑓𝐽(𝑡, … , 𝑡, 𝑢𝐽−𝑟+1, … , 𝑢𝐽) = 𝑓𝐽(𝑡, … , 𝑡) = 𝐹𝐽(𝑡) = 𝐹(𝑡).

Παράδειγμα 8.7. Θεωρούμε την B-spline καμπύλη 𝐹 ∶ [1, 6] → 𝔸2 βαθμού τρία επί της πεπερασμένης
ακολουθίας κόμβων

1, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 6, 6, 6
και με σημεία ελέγχου του de Boor

𝑑−3 = (2, 0), 𝑑−2 = (0, 5), 𝑑−1 = (4, 9), 𝑑0 = (6, 0),

𝑑1 = (9, 0), 𝑑2 = (9, 9), 𝑑3 = (11, 9), 𝑑4 = (14, 2).
Θα υπολογίσουμε τo σημείo 𝐹(2).

Έχουμε𝑚 = 3,Ν = 4 και

𝑢−3 = 𝑢−2 = 𝑢−1 = 𝑢0 = 1, 𝑢1 = 2, 𝑢2 = 3,

𝑢3 = 4, 𝑢4 = 5, 𝑢5 = 𝑢6 = 𝑢7 = 𝑢8 = 6.
Για τον υπολογισμό του 𝐹(2) έχουμε 𝐽 = 1, 𝑟 = 1, και επομένως ισχύει 𝐹(2) = 𝑑1,2. Ακολουθώντας τον

αλγόριθμο του de Boor, για 𝑖 = −1, 0, 1, θέτουμε

𝑑−1,0 = 𝑑−2 = (0, 5), 𝑑0,0 = 𝑑−1 = (4, 9), 𝑑1,0 = 𝑑0 = (6, 0).

Έχουμε 𝑗 = 1, 2. Ας είναι 𝑗 = 1. Τότε 𝑖 = 0, 1 και υπολογίζουμε:

𝑑0,1 =
𝑢2 − 2
𝑢2 − 𝑢−1

𝑑−1,0 +
2 − 𝑢−1
𝑢2 − 𝑢−1

𝑑0,0 =
3 − 2
3 − 1 (0, 5) +

2 − 1
3 − 1(4, 9) = (2, 7)

και
𝑑1,1 =

𝑢3 − 2
𝑢3 − 𝑢0

𝑑0,0 +
2 − 𝑢0
𝑢3 − 𝑢0

𝑑1,0 =
4 − 2
4 − 1 (4, 9) +

2 − 1
4 − 1(6, 0) = (

14
3 , 6).

Στη συνέχεια, ας είναι 𝑗 = 2. Τότε, έχουμε 𝑖 = 1 και υπολογίζουμε:

𝑑1,2 =
𝑢2 − 2
𝑢2 − 𝑢0

𝑑0,1 +
2 − 𝑢0
𝑢2 − 𝑢0

𝑑1,1 =
3 − 2
3 − 1 (2, 7) +

2 − 1
3 − 1(

14
3 , 6) = (

10
3 ,

13
2 ).
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8.3.2 Εισαγωγή Κόμβων

Η εισαγωγή κόμβων σε ακολουθία κόμβων μίας καμπύλης B-spline είναι μία βασική διαδικασία και συνήθως 
χρησιμοποιείται για να δώσει μεγαλύτερη ευελιξία στην καμπύλη. Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να εισάγουμε 
τον κόμβο 𝑤 στην ακολουθία κόμβων 𝑈. Προσδιορίζουμε τον δείκτη 𝐽 για τον οποίο ισχύει 𝑢𝐽 ≤ 𝑡 < 𝑢𝐽+1 και 
έτσι προκύπτει η ακολουθία κόμβων (𝑣𝑘), όπου 𝑣𝑘 = 𝑢𝑘, για κάθε 𝑘 ≤ 𝐽, 𝑣𝐽+1 = 𝑤 και 𝑣𝑘+1 = 𝑢𝑘, για κάθε 
𝑘 ≥ 𝐽 + 1. Τότε τα σημεία ελέγχου που αντιστοιχούν στις ακολουθίες 𝑢𝐽−𝑚+𝑘+1, … , 𝑢𝐽+𝑘, με 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 − 1 − 𝑟, 
οι οποίες περιέχουν τα 𝑢𝐽 και 𝑢𝐽+1. Από την άλλη πλευρά, έχουμε να υπολογίσουμε τα 𝑚− 𝑟 καινούρια σημεία 
ελέγχου

𝑓𝑖(𝑣𝐽−𝑚+𝑘+1, … , 𝑣𝐽+1, … , 𝑣𝐽+𝑘), (𝑘 = 1, … , 𝑚 − 𝑟),

όπου 𝑖 είναι οποιοσδήποτε ακέραιος τέτοιος, ώστε 𝐽 − 𝑚 + 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝐽 + 𝑘. Για παράδειγμα, αν στην ακολουθία 
κόμβων … , 4, 5, 6, 9, 10, … μίας καμπύλης 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 τρίτου βαθμού εισάγουμε τον κόμβο 8, τότε έχουμε να 
υπολογίσουμε τα σημεία ελέγχου τα οποία αντιστοιχούν στις τριάδες (5, 6, 8), (6, 8, 9) και (8, 9, 10). Ο 
υπο-λογισμός αυτός θα γίνει όπως και παραπάνω με τον αλγόριθμο του de Boor. Έτσι, θεωρούμε τα σημεία 
𝑑𝑖,0 (𝑖 = 𝐽 − 𝑚 + 1, … , 𝐽 + 1 − 𝑟) και για 𝑖 = 𝐽 − 𝑚 + 2, … , 𝐽 + 1 − 𝑟 υπολογίζουμε τα σημεία

𝑑𝑖,1 =
𝑢𝑚+𝑖−1 − 𝑤
𝑢𝑚+𝑖−1 − 𝑢𝑖−1

𝑑𝑖−1,0 +
𝑤 − 𝑢𝑖−1

𝑢𝑚+𝑖−1 − 𝑢𝑖−1
𝑑𝑖,0

τα οποία είναι τα καινούρια σημεία ελέγχου και αντικαθιστούν τα σημεία 𝑑𝐽−𝑚+1, … , 𝑑𝐽−1.

Παράδειγμα 8.8. Θεωρούμε την καμπύλη του προηγούμενου παραδείγματος. Θα εισάγουμε στην ακολουθία 
κόμβων της τον κόμβο 3.5 δύο φορές.

Έχουμε 𝐽 = 2 και 𝑟 = 0. Θεωρούμε τα σημεία

𝑑0,0 = 𝑑−1 = (4, 9), 𝑑1,0 = 𝑑0 = (6, 0), 𝑑2,0 = 𝑑1 = (9, 0), 𝑑3,0 = 𝑑2 = (9, 9)

και υπολογίζουμε

𝑑1,1 =
𝑢3 − 3.5
𝑢3 − 𝑢0

𝑑0,0 +
3.5 − 𝑢0
𝑢3 − 𝑢0

𝑑1,0 =
4 − 3.5
4 − 1 (4, 9) +

3.5 − 1
4 − 1 (6, 0) = (

17
3 ,

3
2),

𝑑2,1 =
𝑢4 − 3.5
𝑢4 − 𝑢1

𝑑1,0 +
3.5 − 𝑢1
𝑢4 − 𝑢1

𝑑2,0 =
5 − 3.5
5 − 2 (6, 0) + 3.5 − 2

5 − 2 (9, 0) = (152 , 0),

𝑑3,1 =
𝑢5 − 3.5
𝑢5 − 𝑢2

𝑑2,0 +
3.5 − 𝑢2
𝑢5 − 𝑢2

𝑑3,0 =
6 − 3.5
6 − 3 (9, 0) + 3.5 − 3

6 − 3 (9, 9) = (9, 32).

Μετά την προσθήκη του καινούριου κόμβου 3.5 στην ακολουθία, τα σημεία ελέγχου 𝑑0 και 𝑑1 αντικαθίστα-
νται από τα 𝑑1,1, 𝑑2,1 και 𝑑3,1.

Έτσι, προκύπτει η ακολουθία κόμβων 𝑣−3, … , 𝑣9 με 𝑣𝑖 = 𝑢𝑖 για 𝑖 = −3, … , 2, 𝑣3 = 3.5, 𝑣𝑖+1 = 𝑢𝑖 για 𝑖 = 3, 
… , 8. Η αντίστοιχη ακολουθία σημείων ελέγχου του de Boor είναι η ακολουθία 𝛿−3, … , 𝛿5, όπου 𝛿𝑖 = 𝑑𝑖 (𝑖 = 
−3, −2, −1), 𝛿𝑖−1 = 𝑑𝑖,1 (𝑖 = 1, 2, 3) και 𝛿𝑖+1 = 𝑑𝑖 (𝑖 = 2, 3, 4).

Στη συνέχεια θα εισάγουμε στην ακολουθία (𝑣𝑖) τον κόμβο 3.5. Τότε, έχουμε 𝐽 = 3 και 𝑟 = 1. Θεωρούμε τα 
σημεία

𝛿1,0 = 𝛿0 = (
17
3 ,

3
2), 𝛿2,0 = 𝛿1 = (

15
2 , 0), 𝛿3,0 = 𝛿2 = (9,

3
2)

και υπολογίζουμε

𝛿2,1 =
𝑣4 − 3.5
𝑣4 − 𝑣1

𝛿1,0 +
3.5 − 𝑣1
𝑣4 − 𝑣1

𝛿2,0 = (
169
24 ,

3
8),

𝛿3,1 =
𝑣5 − 3.5
𝑣5 − 𝑣2

𝛿2,0 +
3.5 − 𝑣2
𝑣5 − 𝑣2

𝛿3,0 = (
63
8 ,

3
8).

Μετά την προσθήκη του καινούριου κόμβου 3.5 στην ακολουθία, τo σημείo ελέγχου 𝛿1 αντικαθίσταται από 
τα 𝛿2,1 και 𝛿3,1.



ΟΜΟΠΑΡΑΛΛΗΛΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ ΚΑΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ 137

8.3.3 Ιδιότητες των 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 Καμπυλών

Οι B-spline καμπύλες έχουν σημαντικές ιδιότητες οι οποίες προέρχονται από τις ιδιότητες της μορφής του
Bézier. Παραθέτουμε μερικές από αυτές παρακάτω.

Τοπικός Έλεγχος:Η αλλαγή ενός σημείου του de Boor της 𝐹 επηρεάζει μόνο𝑚+ 1 συνεχόμενα τμήματά
της και όχι ολόκληρη την καμπύλη.

Παρεμβολή Ακραίων Σημείων: Στην περίπτωση όπου η 𝐹 είναι μία πεπερασμένη B-spline καμπύλη βαθ-
μού𝑚, η καμπύλη 𝐹 διέρχεται από το πρώτο και το τελευταίο σημείο του de Boor.

ΓραμμικήΑκρίβεια:Αν τα σημεία ελέγχου είναι συνευθειακά, τότε από την εφαρμογή του αλγορίθμου του
de Boor για τον υπολογισμό των σημείων της 𝐹 βλέπουμε ότι από αυτά διέρχεται μία ευθεία.

Αναλλοίωτη σεΟμοπαραλληλικούς Απεικονίσεις:Καθώς είδαμε παραπάνω, για την εύρεση του σημείου
𝐹(𝑡) με τον αλγόριθμο του de Boor, υπολογίζουμε τα σημεία 𝑑𝑖,𝑗 ως βαρύκεντρα των σημείων 𝑑𝑖−1,𝑗−1 και 𝑑𝑖,𝑗−1.
Έτσι, αν 𝛼 είναι μία ομοπαραλληλική απεικόνιση, τότε το σημείο 𝛼(𝐹(𝑡)) προσδιορίζεται μετά τον υπολογισμό
των αντίστοιχων βαρυκέντρων των 𝛼(𝑑𝑖−1,𝑗−1) και 𝛼(𝑑𝑖,𝑗−1). Δηλαδή για να μετασχηματίσουμε την 𝐹, με την
απεικόνιση 𝛼, αρκεί να εφαρμόσουμε την 𝛼 στα σημεία ελέγχου της 𝐹.

Ιδιότητα του Κυρτού Καλύμματος: Κάθε σημείο της 𝐹 ανήκει στο κυρτό κάλυμμα𝑚 + 1 γειτονικών ση-
μείων ελέγχου.

Αύξηση Βαθμού:Η καμπύλη 𝐹 μπορεί να χαρακτηριστεί ως καμπύλη πολικού βαθμού𝑚 + 1. Για να γίνει
αυτό, πρώτα αυξάνουμε την πολλαπλότητα κάθε κόμβου της ακολουθίας 𝑈 κατά ένα και έτσι προκύπτει μία
νέα ακολουθία κόμβων𝑉 = (𝑣𝑘). Για κάθε δείκτη 𝑘 με 𝑣𝑘 < 𝑣𝑘+1 θέτουμε

𝑔𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚+1) =
1

𝑚 + 1

𝑚+1

𝑖=1

𝑓𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑚+1).

Για κάθε 𝑡 ∈ [𝑣𝑘, 𝑣𝑘+1] ισχύει:
𝑔𝑘(𝑡, … , 𝑡) = 𝑓𝑘(𝑡, … , 𝑡) = 𝐹𝑘(𝑡).

Έτσι, η απεικόνιση 𝑔𝑘 είναι μία𝑚+1-πολική μορφή της 𝐹𝑘. Επίσης, τα αντίστοιχα σημεία ελέγχου του de Boor
( ̃𝑑𝑘) δίνονται από τις σχέσεις:

̃𝑑𝑘 = 𝑔𝑖(𝑣𝑘+1, … , 𝑣𝑘+𝑚+1),

όπου 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 + 𝑚 + 1. Τέλος, ας σημειωθεί ότι η αύξηση της πολλαπλότητας κάθε κόμβου κατά ένα είναι
απαραίτητη, ώστε να διατηρηθεί η ίδια τάξη παραμετρικής συνέχειας.

8.4 Β − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 συναρτήσεις

Ας είναι 𝑈 = (𝑢𝑘)𝑘∈ℤ μία ακολουθία κόμβων και 𝑗 ένας ακέραιος. Σύμφωνα με το Θεώρημα 8.1, υπάρχει μία
μοναδική B-spline καμπύλη𝒩 𝑚

𝑗 ∶ 𝔸 → 𝔸2 επί της𝑈 τέτοια, ώστε για κάθε ζεύγος δεικτών 𝑘, 𝑖 με 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1
και 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 + 𝑚, η πολική μορφή 𝑛𝑚𝑗,𝑖 της καμπύλης𝒩 𝑚

𝑗,𝑖 ικανοποιεί την ισότητα

𝑛𝑚𝑗,𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚) = (𝛿𝑘,𝑗, 0),

όπου 𝛿𝑗,𝑗 = 1 και 𝛿𝑘,𝑗 = 0 για 𝑘 ≠ 𝑗. Καθώς τα σημεία (𝛿𝑘,𝑗, 0) ανήκουν στο σύνολο𝔸× {0}, από τον αλγόριθμο
του de Boor, έπεται ότι οι τιμές της πολικής μορφής 𝑛𝑚𝑗,𝑖 ανήκουν στο𝔸 × {0} το οποίο ταυτίζουμε με το𝔸
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(αντιστοιχίζοντας τα σημεία (𝑥, 0) με τα 𝑥). Έτσι, έχουμε τις απεικονίσεις 𝑛𝑚𝑗,𝑖 ∶ 𝔸𝑚 →𝔸 με

𝑛𝑚𝑗,𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚) = 𝛿𝑗,𝑘 (𝑖 = 𝑘, … , 𝑘 + 𝑚)

και𝒩 𝑚
𝑗,𝑖 ∶ 𝔸 → 𝔸 η οποία δίνεται από τη σχέση

𝒩 𝑚
𝑗,𝑖 (𝑡) = 𝑛𝑚𝑗,𝑖(𝑡, … , 𝑡), για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸.

Ο υπολογισμός της τιμής𝒩 𝑚
𝑗 (𝑡) για 𝑡 ∈ 𝔸, όπως είδαμε στην Ενότητα 4.3, πραγματοποιείται με τον υπο-

λογισμό βαρυκέντρων ζευγών σημείων ελέγχου. Έτσι, αν 𝐽 είναι ο δείκτης με 𝑢𝐽 ≤ 𝑡 < 𝑢𝐽+1 και ισχύει
𝑗 ∉ {𝐽 − 𝑚,… , 𝐽}, τότε 𝒩 𝑚

𝑗 (𝑡) = 0. Επίσης, αν 𝑢𝑗 < 𝑢𝑗+1, τότε ορίζουμε την απεικόνιση 𝒩 0
𝑗 ∶ 𝔸 → 𝔸

από τη σχέση

𝒩 0
𝑗 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
1, αν 𝑡 ∈ [𝑢𝑗, 𝑢𝑗+1[,
0, οπουδήποτε αλλού.

Ορισμός 8.10. Η συνάρτηση𝒩 𝑚
𝑗 καλείται βασική 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 συνάρτηση βαθμού𝑚 επί της ακολουθίας𝑈.

Ας είναι τώρα 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛 μία B-spline καμπύλη βαθμού𝑚 επί της ακολουθίας𝑈 και (𝑑𝑘)𝑘∈ℤ η αντίστοιχη
ακολουθία σημείων ελέγχου του de Boor. Ας είναι δείκτης 𝑖 με 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1 και 𝐹𝑖 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛 η αντίστοιχη
πολυωνυμική απεικόνιση. Θεωρούμε την πολυομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓𝑖 ∶ 𝔸𝑚 → 𝔸𝑛 η οποία ορίζεται
από τη σχέση

𝑓𝑖(𝑡1, … , 𝑡𝑚) = 
𝑗
𝑛𝑚𝑗,𝑖(𝑡1, … , 𝑡𝑚)𝑑𝑗.

Ας είναι 𝑘 ακέραιος. Για κάθε ακέραιο 𝑖 με 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 + 𝑚 έχουμε:

𝑔𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚) = 
𝑗
𝑛𝑚𝑗,𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚)𝑑𝑗 =

𝑗
𝛿𝑗,𝑘𝑑𝑗 = 𝑑𝑘.

Τότε, από το Θεώρημα 8.1 έπεται ότι για κάθε 𝑡 ∈ [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1[ ισχύει:

𝐹𝑖(𝑡) = 
𝑗
𝒩 𝑚

𝑗,𝑖 (𝑡)𝑑𝑗.

Συνεπώς, έχουμε το παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 8.3. Ας είναι 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑛 μία 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλη βαθμού 𝑚 επί της ακολουθίας 𝑈 και (𝑑𝑘)𝑘∈ℤ η
αντίστοιχη ακολουθία σημείων ελέγχου του de Boor. Τότε, για κάθε 𝑡 ∈ [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1[, όπου 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1, ισχύει:

𝐹𝑖(𝑡) = 
𝑗
𝒩 𝑚

𝑗,𝑖 (𝑡)𝑑𝑗.

Στη συνέχεια θα δώσουμε έναν αναδρομικό τύπο για τον υπολογισμό της συνάρτησης 𝑛𝑚𝑗,𝑖 και επομένως
για την𝒩 𝑚

𝑗 . Ας είναι𝑚 = 1. Τότε, έχουμε

𝑛1𝑗,𝑗(𝑢𝑗+1) = 1 και 𝑛1𝑗,𝑗(𝑢𝑗) = 0.

Η απεικόνιση 𝑛1𝑗,𝑗 είναι ομοπαραλληλική και επομένως υπάρχουν 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ έτσι, ώστε για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸 να ισχύει
𝑛1𝑗,𝑗(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏. Επομένως, έχουμε:

𝑎𝑢𝑗+1 + 𝑏 = 1 και 𝑎𝑢𝑗 + 𝑏 = 0.

Έτσι, παίρνουμε:

𝑛1𝑗,𝑗(𝑡) =
𝑡 − 𝑢𝑗

𝑢𝑗+1 − 𝑢𝑗
.
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Ομοίως, έχουμε 𝑛1𝑗,𝑗+1(𝑢𝑗+1) = 1 και 𝑛1𝑗,𝑗+1(𝑢𝑗+2) = 0, απ’ όπου παίρνουμε ότι για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸 ισχύει

𝑛1𝑗,𝑗+1(𝑡) =
𝑢𝑗+2 − 𝑡

𝑢𝑗+2 − 𝑢𝑗+1
.

Από την άλλη πλευρά, για κάθε ακέραιο 𝑘 ≠ 𝑗, 𝑗 + 1 έχουμε

𝑛1𝑗,𝑘(𝑢𝑘+1) = 𝑛1𝑗,𝑘(𝑢𝑘) = 0,

απ’ όπου έπεται ότι 𝑛1𝑗,𝑘 = 0. Έτσι, παίρνουμε:

𝑛1𝑗,𝑘(𝑡) =
𝑡 − 𝑢𝑗

𝑢𝑗+1 − 𝑢𝑗
𝛿𝑗,𝑘 +

𝑢𝑗+2 − 𝑡
𝑢𝑗+2 − 𝑢𝑗+1

𝛿𝑗+1,𝑘.

Καθώς ισχύει𝒩 1
𝑗,𝑖 = 𝑛1𝑗,𝑖, η Β − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλη𝒩 1

𝑗 δίνεται από τον τύπο:

𝒩 1
𝑗 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑡 − 𝑢𝑗
𝑢𝑗+1 − 𝑢𝑗

, αν 𝑡 ∈ [𝑢𝑗, 𝑢𝑗+1[,

𝑢𝑗+2 − 𝑡
𝑢𝑗+2 − 𝑢𝑗+1

, αν, 𝑡 ∈ [𝑢𝑗+1, 𝑢𝑗+2[,

0, οπουδήποτε αλλού.

Οπότε, μπορούμε να γράψουμε την απεικόνισηΝ1
𝑗 ως εξής:

𝒩 1
𝑗 (𝑡) =

𝑡 − 𝑢𝑗
𝑢𝑗+1 − 𝑢𝑗

𝒩 0
𝑗 (𝑡) +

𝑢𝑗+2 − 𝑡
𝑢𝑗+2 − 𝑢𝑗+1

𝒩 0
𝑗+1(𝑡).

Ας σημειωθεί ότι συναντήσαμε αυτές τις απεικονίσεις στοΠαράδειγμα 8.2 όπου κατασκευάσαμε μία B-spline
καμπύλη βαθμού 1.

Θέτουμε 𝑛0𝑗,𝑘 = 𝛿𝑘,𝑗. Θα δείξουμε ότι ισχύει:

𝑛𝑚𝑗,𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚) =
𝑡𝑚 − 𝑢𝑗
𝑢𝑗+𝑚 − 𝑢𝑗

𝑛𝑚−1𝑗,𝑘 (𝑡1, … , 𝑡𝑚−1) +
𝑢𝑗+𝑚+1 − 𝑡𝑚
𝑢𝑗+𝑚+1 − 𝑢𝑗+1

𝑛𝑚−1𝑗+1,𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚−1).

Επίσης, για κάθε ζεύγος δεικτών 𝑗, 𝑘 με 𝑘 ≠ 𝑗, … , 𝑗 + 𝑚, έχουμε

𝑛𝑚𝑗,𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚) = 0.

Για𝑚 = 1, έχουμε δείξει ότι αυτές οι σχέσεις ισχύουν.Υποθέτουμε ότι ισχύουν για𝑚 = 𝜇−1 και θα δείξουμε
ότι ισχύουν για𝑚 = 𝜇. Θεωρούμε την απεικόνιση

𝜙𝜇𝑗,𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝜇) =
𝑡𝜇 − 𝑢𝑗
𝑢𝑗+𝜇 − 𝑢𝑗

𝑛𝜇−1𝑗,𝑘 (𝑡1, … , 𝑡𝜇−1) +
𝑢𝑗+𝜇+1 − 𝑡𝜇
𝑢𝑗+𝜇+1 − 𝑢𝑗+1

𝑛𝜇−1𝑗+1,𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝜇−1).

Από την υπόθεση της επαγωγής, για κάθε 𝑘 ≠ 𝑗, … , 𝑗 + 𝜇, ισχύει

𝑛𝜇−1𝑗,𝑘 (𝑡1, … , 𝑡𝜇−1) = 𝑛
𝜇−1
𝑗+1,𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝜇−1) = 0

και επομένως για κάθε 𝑘 ≠ 𝑗, … , 𝑗 + 𝜇 έχουμε 𝜙𝜇𝑗,𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝜇) = 0. Επιπλέον, για 𝑘 = 𝑗, … , 𝑗 + 𝜇 − 1 ισχύει

𝑛𝜇−1𝑗,𝑘 (𝑢𝑗+1, … , 𝑢𝑗+𝜇−1) = 1 και 𝑛𝜇−1𝑗+1,𝑘(𝑢𝑗+1, … , 𝑢𝑗+𝜇−1) = 0,
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απ’ όπου έπεται:
𝜙𝜇𝑗,𝑘(𝑢𝑗+1, … , 𝑢𝑗+𝜇) = 1 (𝑘 = 𝑗, … , 𝑗 + 𝜇 − 1).

Επίσης, καθώς 𝑛𝜇−1𝑗,𝑗+𝜇 = 0, παίρνουμε:

𝜙𝜇𝑗,𝑗+𝜇(𝑢𝑗+1, … , 𝑢𝑗+𝜇) =
𝑢𝑗+𝜇+1 − 𝑢𝑗+𝜇
𝑢𝑗+𝜇+1 − 𝑢𝑗+1

𝑛𝜇−1𝑗+1,𝑗+𝜇(𝑢𝑗+1, … , 𝑢𝑗+𝜇−1).

Από την άλλη πλευρά, ισχύει 𝑛𝜇−2𝑗+1,𝑗+𝜇 = 0 και επομένως έχουμε:

𝑛𝜇−1𝑗+1,𝑗+𝜇(𝑡1, … , 𝑡𝜇−1) =
𝑢𝑗+𝜇+1 − 𝑡𝜇−1
𝑢𝑗+𝜇+1 − 𝑢𝑗+2

𝑛𝜇−2𝑗+2,𝑗+𝜇(𝑡1, … , 𝑡𝜇−2).

Θεωρούμε την απεικόνιση
𝑓(𝑡) = 𝑛𝜇−1𝑗+1,𝑗+𝜇(𝑡, 𝑢𝑗+2… , 𝑢𝑗+𝜇−1).

Καθώς ισχύει 𝑓(𝑢𝑗+𝜇+1) = 0 και 𝑓(𝑢𝑗+𝜇) = 1, έχουμε

𝑓(𝑡) =
𝑡 − 𝑢𝑗+𝜇+1

𝑢𝑗+𝜇 − 𝑢𝑗+𝜇+1
.

Επομένως, προκύπτει:

𝑛𝜇−1𝑗+1,𝑗+𝜇(𝑢𝑗+1, … , 𝑢𝑗+𝜇−1) =
𝑢𝑗+1 − 𝑢𝑗+𝜇+1
𝑢𝑗+𝜇 − 𝑢𝑗+𝜇+1

.

Έτσι, παίρνουμε 𝜙𝜇𝑗,𝑗+𝜇(𝑢𝑗+1, … , 𝑢𝑗+𝜇) = 1. Στη συνέχεια, το Θεώρημα 8.1 μας δίνει ότι 𝜙𝜇𝑗,𝑘 = 𝑛𝜇𝑗,𝑘, απ’ όπου
έπεται η ζητούμενη έκφραση για την απεικόνιση 𝑛𝜇𝑗,𝑘. Άμεση συνέπεια αυτού του αποτελέσματος είναι ο εξής
τύπος:

𝒩 𝑚
𝑗 (𝑡) =

𝑡 − 𝑢𝑗
𝑢𝑗+𝑚 − 𝑢𝑗

𝒩 𝑚−1
𝑗 (𝑡) +

𝑢𝑗+𝑚+1 − 𝑡
𝑢𝑗+𝑚+1 − 𝑢𝑗+1

𝒩 𝑚−1
𝑗+1 (𝑡).

Συνοψίζουμε τα παραπάνω στο επόμενο θεώρημα:

Θεώρημα 8.4. Ας είναι 𝑛0𝑗,𝑘 = 𝛿𝑘,𝑗 και

𝒩 0
𝑗 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
1, αν 𝑡 ∈ [𝑢𝑗, 𝑢𝑗+1[,
0, οπουδήποτε αλλού.

Τότε, έχουμε:

𝑛𝑚𝑗,𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚) =
𝑡𝑚 − 𝑢𝑗
𝑢𝑗+𝑚 − 𝑢𝑗

𝑛𝑚−1𝑗,𝑘 (𝑡1, … , 𝑡𝑚−1) +
𝑢𝑗+𝑚+1 − 𝑡𝑚
𝑢𝑗+𝑚+1 − 𝑢𝑗+1

𝑛𝑚−1𝑗+1,𝑘(𝑡1, … , 𝑡𝑚−1)

και
𝒩 𝑚

𝑗 (𝑡) =
𝑡 − 𝑢𝑗

𝑢𝑗+𝑚 − 𝑢𝑗
𝒩 𝑚−1

𝑗 (𝑡) +
𝑢𝑗+𝑚+1 − 𝑡

𝑢𝑗+𝑚+1 − 𝑢𝑗+1
𝒩 𝑚−1

𝑗+1 (𝑡).

Επίσης, για κάθε ζεύγος δεικτών 𝑗, 𝑘 με 𝑘 ≠ 𝑗, … , 𝑗 + 𝑚, ισχύει 𝑛𝑚𝑗,𝑘 = 0 και επομένως𝒩 𝑚
𝑗,𝑘 = 0.

Ας είναι𝑈 = (𝑢𝑘)−𝑚≤𝑘≤𝑁+𝑚+1 μία πεπερασμένη ακολουθία κόμβων βαθμού πολλαπλότητας ≤ 𝑚 + 1 μεΝ
παρεμβαλλόμενους κόμβους και 𝑗 ∈ {−𝑚,… ,𝑁}. Από το Θεώρημα 8.2 συνεπάγεται, όπως και στην προηγού-
μενη περίπτωση, ότι υπάρχει μία μοναδική B-spline καμπύλη𝒩 𝑚

𝑗 ∶ [𝑢0, 𝑢𝑁+1] → 𝔸2 επί της𝑈 τέτοια, ώστε
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για κάθε ζεύγος δεικτών 𝑘, 𝑖 με 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1 και 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘+𝑚, η πολική μορφή 𝑛𝑚𝑗,𝑖 της καμπύλης𝒩 𝑚
𝑗,𝑖 ικανοποιεί

την ισότητα
𝑛𝑚𝑗,𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚) = (𝛿𝑘,𝑗, 0).

Οι τιμές της μορφής 𝑛𝑚𝑗,𝑖 ανήκουν στο𝔸× {0} το οποίο ταυτίζουμε με το𝔸 και έτσι, όπως και προηγουμένως,
έχουμε τις απεικονίσεις 𝑛𝑚𝑗,𝑖 ∶ 𝔸𝑚 → 𝔸 με 𝑛𝑚𝑗,𝑖(𝑢𝑘+1, … , 𝑢𝑘+𝑚) = 𝛿𝑗,𝑘 (𝑖 = 𝑘, … , 𝑘 + 𝑚) και𝒩 𝑚

𝑗,𝑖 ∶ 𝔸 → 𝔸 με
𝒩 𝑚

𝑗,𝑖 (𝑡) = 𝑛𝑚𝑗,𝑖(𝑡, … , 𝑡), για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸. H συνάρτηση𝒩 𝑚
𝑗 καλείται επίσης βασικήB-spline συνάρτηση βαθμού

𝑚 επί της ακολουθίας 𝑈. Επιπλέον, όπως και στην περίπτωση της άπειρης ακολουθίας κόμβων, μπορούμε
να εκφράσουμε μία B-spline καμπύλη επί της ακολουθίας 𝑈 με τη βοήθεια των συναρτήσεων𝒩 𝑚

𝑗,𝑖 (𝑡). Έτσι,
έχουμε το παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 8.5. Ας είναι 𝐹 ∶ [𝑢0, 𝑢𝑁+1] → 𝔸𝑛 μία 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 καμπύλη βαθμού 𝑚 επί της ακολουθίας 𝑈 και
𝑑−𝑚, 𝑑−𝑚+1, … , 𝑑𝑁 η ακολουθία σημείων ελέγχου του de Boor της 𝐹. Τότε, για κάθε 𝑡 ∈ [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1[, όπου 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1,
ισχύει:

𝐹𝑖(𝑡) =
𝑁

𝑗=−𝑚

𝒩 𝑚
𝑗,𝑖 (𝑡)𝑑𝑗.

Τέλος, ορίζουμε, όπως και στην προηγουμένη περίπτωση, τις συναρτήσεις 𝑛0𝑗,𝑘 = 𝛿𝑘,𝑗 και

𝒩 0
𝑗 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
1, αν 𝑡 ∈ [𝑢𝑗, 𝑢𝑗+1[,
0, οπουδήποτε αλλού

και συμπεραίνουμε ότι οι συναρτήσεις 𝑛𝑚𝑗,𝑘 και𝒩 𝑚
𝑗,𝑘 έχουν τις ιδιότητες που περιγράφονται στο Θεώρημα 8.4.

Ασκήσεις

8.4.1 Θεωρούμε την B-spline καμπύλη 𝐹 ∶ [0, 5] → 𝔸2 βαθμού δύο επί της πεπερασμένης ακολουθίας
κόμβων

0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 4, 5, 5, 5

και με σημεία ελέγχου του de Boor

𝑑−2 = (−6, −1), 𝑑−1 = (−5, 2), 𝑑0 = (−3, 3), 𝑑1 = (−1, 2),

𝑑2 = (0, 0), 𝑑3 = (3, 1), 𝑑4 = (3, 3), 𝑑5 = (1, 5).

Να υπολογιστούν τα σημεία 𝐹(1), 𝐹(2), 𝐹(3). Επίσης, να υπολογιστεί το σημείο 𝐹(5/4) καθώς και η
εφαπτομένη της καμπύλης σ’ αυτό.

8.4.2 Θεωρούμε την πεπερασμένη ακολουθία κόμβων

0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 4, 4, 4.

Να βρεθούν οι βασικές B-spline συνάρτησεις𝒩 3
−1,𝒩 3

0 και𝒩 3
1 επί αυτής της ακολουθίας.

8.4.3 Ας είναι 𝐹 η κυβική B-spline καμπύλη που ορίζεται από την πεπερασμένη ακολουθία κόμβων

0, 0, 0, 0, 1, 2, 2, 2, 2

και τα σημεία ελέγχου του de Boor

𝑑−3 = (1, 0, 0), 𝑑2 = (2, 0, 1), 𝑑−1 = (2, 1, 2), 𝑑0 = (3, 1, 1), 𝑑1 = (4, 2, 3).

Να υπολογιστεί η απεικόνιση 𝐹 ∶ [0, 2] → 𝔸3.
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8.4.4 Ας είναι 𝐹 η κυβική B-spline καμπύλη που ορίζεται από την πεπερασμένη ακολουθία κόμβων

0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 3, 3, 3

και τα σημεία ελέγχου του de Boor

𝑑−3 = (1, 0, 1), 𝑑2 = (2, 1, 1), 𝑑−1 = (3, 0, 2),

𝑑0 = (4, 1, 2), 𝑑1 = (4, 2, 3), 𝑑2 = (5, 3, 1).

Να αυξηθεί ο βαθμός της 𝐹, δηλαδή να υπολογιστεί η ακολουθία κόμβων και τα σημεία ελέγχου του
de Boor, ώστε η 𝐹 να χαρακτηρίζεται ως B-spline καμπύλη βαθμού τέσσερα.

8.4.5 Θεωρούμε την B-spline καμπύλη 𝐹 ∶ [1, 5] → 𝔸2 βαθμού τρία επί της πεπερασμένης ακολουθίας
κόμβων

1, 1, 1, 1, 2, 4, 5, 5, 5, 5

και με σημεία ελέγχου του de Boor

𝑑−3 = (2, 0), 𝑑−2 = (0, 5), 𝑑−1 = (4, 9), 𝑑0 = (6, 0),

𝑑1 = (9, 0), 𝑑2 = (9, 9), 𝑑3 = (11, 9), 𝑑4 = (14, 2).

Να εισαχθεί ο κόμβος 3 τρεις φορές.

8.4.6 Ας είναι μία πεπερασμένη ακολουθία κόμβων βαθμού πολλαπλότητας≤ 𝑚+1 μεΝ παρεμβαλλόμενους
κόμβους,𝑈 = (𝑢𝑘)−𝑚≤𝑘≤𝑁+𝑚+1 και𝒩 𝑚

𝑗 (𝑗 = −𝑚,… ,𝑁) οι βασικέςB-spline συναρτήσεις βαθμού𝑚 επί
της𝑈. Θεωρούμε ένα σημείο �̂� ∈ [𝑢𝑠, 𝑢𝑠+1[ (𝑢𝑠 < 𝑢𝑠+1) και συμβολίζουμε με ̂𝒩 𝑚

𝑗 οι βασικές B-spline
συναρτήσεις βαθμού𝑚 επί της ακολουθίας �̂� = (�̂�𝑘)−𝑚≤𝑘≤𝑁+𝑚+2 η οποία προκύπτει από την𝑈 με την
πρόσθεση σ’ αυτή του κόμβου �̂�. Να δειχθούν τα εξής:

α) Αν −𝑚 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠 − 2𝑚 − 1, τότε ισχύει𝒩 𝑚
𝑗 (𝑡) = ̂𝒩 𝑚

𝑗 (𝑡).

β) Αν 𝑠 − 2𝑚 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠, τότε ισχύει

𝒩 𝑚
𝑗 (𝑡) =

𝑡 − �̂�𝑗
�̂�𝑗+𝑚+1 − �̂�𝑗

̂𝒩 𝑚
𝑗 (𝑡) +

�̂�𝑗+𝑚+2 − 𝑡
�̂�𝑗+𝑚+2 − �̂�𝑗+1

̂𝒩 𝑚
𝑗+1(𝑡),

γ) Αν 𝑗 > 𝑠 + 1, τότε ισχύει𝒩 𝑚
𝑗 (𝑡) = ̂𝒩 𝑚

𝑗+1(𝑡).

8.4.7 Θεωρούμε τις πεπερασμένες ακολουθίες κόμβων 𝑈 και �̂� της Άσκησης 6. Ας είναι 𝐹 ∶ [𝑢0, 𝑢𝑁+1] →
𝔸𝑛 μία B-spline καμπύλη βαθμού 𝑚 επί της 𝑈 και 𝑑−𝑚, … , 𝑑𝑁 η ακολουθία σημείων ελέγχου της 𝐹.
Θέτουμε:

̂𝑑𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑗, αν − 𝑚 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠 − 2𝑚,
(1 − 𝑎𝑗)𝑑𝑗−1 + 𝑎𝑗𝑑𝑗, αν 𝑠 − 2𝑚 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠,
𝑑𝑗−1, αν 𝑠 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 + 1,

όπου
𝑎𝑗 =

�̂� − 𝑢𝑗
𝑢𝑗+𝑚 − 𝑢𝑗

.

Να δειχθεί ότι για κάθε 𝑡 ∈ [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1[, όπου 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1, ισχύει:

𝐹𝑖(𝑡) =
𝑁+1

𝑗=−𝑚

̂𝒩 𝑚
𝑗,𝑖 (𝑡) ̂𝑑𝑗.
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8.4.8 Ας είναι 𝐹 μία κυβική B-spline καμπύλη επί μίας ακολουθίας κόμβων 𝑈 = (𝑢𝑘) και (𝑑𝑘) η αντίστοιχη
ακολουθία σημείων ελέγχου του de Boor. Για κάθε ζεύγος κόμβων 𝑢𝑖 < 𝑢𝑖+1 να εκφραστούν τα σημεία
ελέγχου του Bézier του τμήματος 𝐹𝑖 ∶ [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1] → 𝔸𝑛 με τη βοήθεια των κόμβων της ακολουθίας 𝑈
και των σημείων 𝑑𝑘.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9

ΚΑΜΠΥΛΕΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ

Σύνοψη
Στα προηγούμενα κεφάλαια μελετήσαμε τη μορφή του Bézier των πολυωνυμικών καμπυλών και τις B-spline
καμπύλες, οι οποίες ορίζονται από τα σημεία ελέγχου τους τα οποία γενικώς δεν είναι σημεία τους. Σ’ αυτό το
κεφάλαιο θα μελετήσουμε μεθόδους κατασκευής καμπυλών οι οποίες διέρχονται από προκαθορισμένα σημεία.
Πιο συγκεκριμένα: το πρόβλημα έχει την εξής μορφή: Δίνονται σημεία 𝑃0, … , 𝑃𝑛 ∈ 𝔸𝑚 και αντίστοιχες τιμές
𝑡0, … , 𝑡𝑛 ∈ 𝔸 και ζητείται μία πολυωνυμική καμπύλη𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸𝑚 τέτοια, ώστε𝐹(𝑡𝑖) = 𝑃𝑖 (𝑖 = 0,… , 𝑛). Συχνά
αναζητούνται καμπύλες οι οποίες ικανοποιούν και άλλες ιδιότητες, όπως για παράδειγμα να έχουν δεδομένες
εφαπτομένες στα σημεία αυτά. Μερικά συγγράμματα απ’ όπου ο αναγνώστης μπορεί να αντλήσει και άλλες
πληροφορίες είναι αυτά τα οποία παρατίθενται στο τέλος του κεφαλαίου.

9.1 H Mέθοδος του 𝑉𝑎𝑛𝑑𝑒𝑟𝑚𝑜𝑛𝑑𝑒

Ας είναι 𝑃0, … , 𝑃𝑛 ∈ 𝔸3 και 𝑡0, … , 𝑡𝑛 ∈ 𝔸. Θα προσδιορίσουμε πολυώνυμα

𝐹𝑖(𝑡) = 𝑎𝑖,0 + 𝑎𝑖,1𝑡 +⋯ + 𝑎𝑖,𝑛𝑡𝑛 (𝑖 = 1, 2, 3)

έτσι, ώστε η πολυωνυμική καμπύλη

𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3, 𝑡 ⟼ (𝐹1(𝑡), 𝐹2(𝑡), 𝐹3(𝑡))

να ικανοποιεί 𝐹(𝑡𝑖) = 𝑃𝑖 (𝑖 = 0,… , 𝑛). Ας είναι 𝑃𝑖 = (𝑝𝑖,1, 𝑝𝑖,2, 𝑝𝑖,3) (𝑖 = 0,… , 𝑛). Τότε, για κάθε 𝑖 = 1, 2, 3, η
εύρεση των συντελεστών του 𝐹𝑖(𝑡) ισοδυναμεί με την επίλυση του γραμμικού συστήματος:

𝑎𝑖,0 + 𝑎𝑖,1𝑡0 +⋯+ 𝑎𝑖,𝑛𝑡𝑛0 = 𝑝0,𝑖,
… … …

𝑎𝑖,0 + 𝑎𝑖,1𝑡𝑛 +⋯+ 𝑎𝑖,𝑛𝑡𝑛𝑛 = 𝑝𝑛,𝑖.
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O πίνακας του γραμμικού συστήματος είναι:

𝐴𝑖 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 𝑡0 𝑡20 … 𝑡𝑛0
1 𝑡1 𝑡21 … 𝑡𝑛1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 𝑡𝑛 𝑡2𝑛 … 𝑡𝑛𝑛

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

H ορίζουσα του𝐴𝑖 είναι η γνωστή ορίζουσα του Vandermonde. Οπότε, ισχύει:

|𝐴𝑖| = 
0≤𝑘<𝑙≤𝑛

(𝑡𝑙 − 𝑡𝑘).

Καθώς |𝐴𝑖| ≠ 0, το γραμμικό σύστημα έχει μοναδική λύση και κατά συνέπεια υπάρχει μοναδική πολυωνυ-
μική καμπύλη 𝐹 με την παραπάνω ιδιότητα η οποία προσδιορίζεται από τις λύσεις των τριών γραμμικών συ-
στημάτων. Η επίλυση των τριών γραμμικών συστημάτων επιτυγχάνεται στην πράξη με την εφαρμογή πιο
αποτελεσματικών μεθόδων από αυτή του Cramer που βασίζεται στη χρήση οριζουσών.

Παράδειγμα 9.1. Θα προσδιορίσουμε τη μοναδική πολυωνυμική καμπύλης 𝐹 που διέρχεται από τα σημεία
𝑃0 = (1, 0, 1), 𝑃1 = (−1, 1, 2), 𝑃2 = (0, 1, 3) τα οποία αντιστοιχούν στις τιμές 𝑡 = 1, 2, 3.

Σχήμα 9.1:H καμπύλη 𝐹(𝑡) του Παραδείγματος 9.1.

Ας είναι 𝐹(𝑡) = (𝐹1(𝑡), 𝐹2(𝑡), 𝐹3(𝑡)), για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸. Θέτουμε 𝐹𝑖(𝑡) = 𝑎𝑖,0 + 𝑎𝑖,1𝑡 + 𝑎𝑖,2𝑡2 (𝑖 = 1, 2, 3). Τότε, οι
ισότητες 𝐹(𝑡𝑗) = 𝑃𝑗 (𝑗 = 1, 2, 3) ισοδυναμούν με τα εξής τρία γραμμικά συστήματα:

α) 𝐹1(1) = 1, 𝐹1(2) = −1, 𝐹1(3) = 0.
β) 𝐹2(1) = 0, 𝐹2(2) = 1, 𝐹2(3) = 1.
γ) 𝐹3(1) = 1, 𝐹3(2) = 2, 𝐹3(3) = 3.
Το πρώτο σύστημα είναι:

𝑎1,0 + 𝑎1,1 + 𝑎1,2 = 1,
𝑎1,0 + 𝑎1,12 + 𝑎1,24 = −1,
𝑎1,0 + 𝑎1,13 + 𝑎1,29 = 0.

Βρίσκουμε (𝑎1,0, 𝑎1,1, 𝑎1,2) = (6, −13/2, 3/2) και επομένως έχουμε

𝐹1(𝑡) = 6 −
13
2 𝑡 +

3
2𝑡
2.

Ομοίως, υπολογίζουμε:

𝐹2(𝑡) = −2 +
5
2𝑡 −

1
2𝑡
2, 𝐹3(𝑡) = 𝑡.

Άρα, η ζητούμενη καμπύλη δίνεται από την απεικόνιση:

𝐹(𝑡) = (6 − 132 𝑡 +
3
2𝑡
2, −2 + 5

2𝑡 −
1
2𝑡
2, 𝑡), για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸.
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9.2 Ο Αλγόριθμος του 𝐴𝑖𝑡𝑘𝑒𝑛

Ο αλγόριθμος του Aitken είναι μία αναδρομική μέθοδος κατασκευής μίας πολυωνυμικής καμπύλης 𝐹 ∶ 𝔸 →
𝔸3 η οποία ορίζεται από πολυώνυμα βαθμού ≤ 𝑛 και διέρχεται από 𝑛 + 1 σημεία 𝑃0, … , 𝑃𝑛+1 του 𝔸3 για
αντίστοιχες τιμές 𝑡0, … , 𝑡𝑛.

Θα ασχοληθούμε πρώτα με τις περιπτώσεις 𝑛 = 1, 2. Αν 𝑛 = 1, τότε μία τέτοια καμπύλη 𝐹10(𝑡) είναι η ευθεία
που διέρχεται από τα 𝑃0 και 𝑃1. Έτσι, έχουμε:

𝐹10(𝑡) =
𝑡1 − 𝑡
𝑡1 − 𝑡0

𝑃0 +
𝑡 − 𝑡0
𝑡1 − 𝑡0

𝑃1, για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸.

Ας είναι τώρα 𝑛 = 2. Θεωρούμε την ευθεία 𝐹10(𝑡) που διέρχεται από τα𝑃0,𝑃1 και την ευθεία 𝐹11(𝑡) που διέρχεται
από τα 𝑃1, 𝑃2. Θεωρούμε την καμπύλη

𝐹20(𝑡) =
𝑡2 − 𝑡
𝑡2 − 𝑡0

𝐹10(𝑡) +
𝑡 − 𝑡0
𝑡2 − 𝑡0

𝐹11(𝑡), για κάθε 𝑡 ∈ 𝔸.

Έχουμε:
𝐹20(𝑡0) = 𝐹10(𝑡0) = 𝑃0, 𝐹20(𝑡2) = 𝐹11(𝑡2) = 𝑃2

και
𝐹20(𝑡1) =

𝑡2 − 𝑡1
𝑡2 − 𝑡0

𝐹10(𝑡1) +
𝑡1 − 𝑡0
𝑡2 − 𝑡0

𝐹11(𝑡1) =
𝑡2 − 𝑡1
𝑡2 − 𝑡0

𝑃1 +
𝑡1 − 𝑡0
𝑡2 − 𝑡0

𝑃1 = 𝑃1.

Επομένως, η καμπύλη 𝐹20(𝑡) διέρχεται από τα σημεία 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2.

Παράδειγμα 9.2. Θα χρησιμοποιήσουμε τον αλγόριθμο του Aitken για να προσδιορίσουμε την καμπύλη του
Παραδείγματος 9.1, δηλαδή την καμπύλη που διέρχεται από τα σημεία 𝑃0 = (1, 0, 1), 𝑃1 = (−1, 1, 2), 𝑃2 =
(0, 1, 3) τα οποία αντιστοιχούν στις τιμές 𝑡 = 1, 2, 3.

Θεωρούμε πρώτα τις ευθείες

𝐹10(𝑡) =
2 − 𝑡
2 − 1(1, 0, 1) +

𝑡 − 1
2 − 1(−1, 1, 2) = (−2𝑡 + 3, 𝑡 − 1, 𝑡)

και
𝐹20(𝑡) =

3 − 𝑡
3 − 2(−1, 1, 2) +

𝑡 − 2
3 − 2(0, 1, 3) = (𝑡 − 3, 1, 𝑡).

Επομένως, η ζητούμενη καμπύλη είναι:

𝐹20(𝑡) =
3 − 𝑡
3 − 1𝐹

1
0(𝑡) +

𝑡 − 1
3 − 2𝐹

1
1(𝑡) = (6 −

13
2 𝑡 +

3
2𝑡
2, −2 + 5

2𝑡 −
1
2𝑡
2, 𝑡).

Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με τη γενική περίπτωση. Ο αλγόριθμος του Aitken δίνεται παρακάτω.

Αλγόριθμος 9.1. Αλγοριθμος του𝐴𝑖𝑡𝑘𝑒𝑛.
Είσοδος: 𝑃0, … , 𝑃𝑛+1 ∈ 𝔸3 και 𝑡0, … , 𝑡𝑛 ∈ 𝔸.
Έξοδος:Καμπύλη 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3 με 𝐹(𝑡𝑖) = 𝑃𝑖 (𝑖 = 0,… , 𝑛).

1. Θέτουμε 𝐹0𝑖 (𝑡) = 𝑃𝑖 (𝑖 = 0,… , 𝑛).

2. Για 𝑟 = 1, … , 𝑛, υπολογίζουμε:

𝐹𝑟𝑖 (𝑡) =
𝑡𝑖+𝑟 − 𝑡
𝑡𝑖+𝑟 − 𝑡𝑖

𝐹𝑟−1𝑖 (𝑡) + 𝑡 − 𝑡𝑖
𝑡𝑖+𝑟 − 𝑡𝑖

𝐹𝑟−1𝑖+1(𝑡) (𝑖 = 0,… , 𝑛 − 𝑟).

3. Eξάγουμε το 𝐹𝑛0(𝑡).
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Απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου. Για 𝑟 = 1, τα σημεία 𝑃𝑖 και 𝑃𝑖+1 είναι σημεία της ευθείας 𝐹1𝑖 (𝑡) τα
οποία αντιστοιχούν στα 𝑡𝑖 και 𝑡𝑖+1. Ας υποθέσουμε ότι για την καμπύλη 𝐹𝑟𝑖 (𝑡) ισχύει 𝐹𝑟𝑖 (𝑡𝑖) = 𝑃𝑖, … , 𝐹𝑟𝑖 (𝑡𝑖+𝑟) =
𝑃𝑖+𝑟. Θεωρούμε την καμπύλη

𝐹𝑟+1𝑖 (𝑡) = 𝑡𝑖+𝑟+1 − 𝑡
𝑡𝑖+𝑟+1 − 𝑡𝑖

𝐹𝑟𝑖 (𝑡) +
𝑡 − 𝑡𝑖
𝑡𝑖+𝑟 − 𝑡𝑖

𝐹𝑟𝑖+1(𝑡).

Θα δείξουμε ότι 𝐹𝑟+1𝑖 (𝑡𝑖) = 𝑃𝑖, … , 𝐹𝑟+1𝑖+𝑟+1(𝑡𝑖+𝑟+1) = 𝑃𝑖+𝑟+1. Από την υπόθεση επαγωγής παίρνουμε:

𝐹𝑟+1𝑖 (𝑡𝑖) = 𝐹𝑟𝑖 (𝑡𝑖) = 𝑃𝑖, 𝐹𝑟+1𝑖 (𝑡𝑖) = 𝐹𝑟𝑖 (𝑡𝑖+𝑟+1) = 𝑃𝑖+𝑟+1.

Επίσης, για 𝑘 = 1,… , 𝑟, έχουμε:

𝐹𝑟+1𝑖 (𝑡𝑖+𝑘) = 𝑡𝑖+𝑟+1 − 𝑡𝑖+𝑘
𝑡𝑖+𝑟+1 − 𝑡𝑖

𝐹𝑟𝑖 (𝑡𝑖+𝑘) +
𝑡𝑖+𝑘 − 𝑡𝑖
𝑡𝑖+𝑟 − 𝑡𝑖

𝐹𝑟𝑖+1(𝑡𝑖+𝑘)

= 𝑡𝑖+𝑟+1 − 𝑡𝑖+𝑘
𝑡𝑖+𝑟+1 − 𝑡𝑖

𝑃𝑖+𝑘 +
𝑡𝑖+𝑘 − 𝑡𝑖
𝑡𝑖+𝑟 − 𝑡𝑖

𝑃𝑖+𝑘
= 𝑃𝑖+𝑘.

Επομένως, η καμπύλη 𝐹𝑛0(𝑡) ικανοποιεί τις ισότητες 𝐹𝑛0(𝑡𝑖) = 𝑃𝑖 (𝑖 = 0,… , 𝑛).

Παράδειγμα 9.3. Θα βρούμε την πολυωνυμική καμπύλη 𝐹(𝑡) που διέρχεται από τα σημεία 𝑃0 = (1, 1, 0),
𝑃1 = (−1, 0, 2), 𝑃2 = (1, 0, −1), 𝑃3 = (2, 1, 1) για τις τιμές 𝑡 = 0, 1, 2, 3, αντίστοιχα.

Σχήμα 9.2:Η καμπύλη 𝐹(𝑡) του Παραδείγματος 9.3.

Πρώτα υπολογίζουμε τις ευθείες που διέρχονται από τα ζεύγη σημείων (𝑃0, 𝑃1), (𝑃1, 𝑃2) και (𝑃2, 𝑃3). Αυτές
είναι αντίστοιχα οι εξής:

𝐹10(𝑡) =
1 − 𝑡
1 − 0(1, 1, 0) +

𝑡 − 0
1 − 0(−1, 0, 2) = (1 − 2𝑡, 1 − 𝑡, 2𝑡),

𝐹11(𝑡) =
2 − 𝑡
2 − 1(−1, 0, 2) +

𝑡 − 1
2 − 1(1, 0, −1) = (−3 + 2𝑡, 0, 5 − 3𝑡),

𝐹12(𝑡) =
3 − 𝑡
3 − 2(1, 0, −1) +

𝑡 − 2
3 − 2(2, 1, 1) = (−1 + 𝑡, −2 + 𝑡, −5 + 2𝑡).

Στη συνέχεια, υπολογίζουμε τις καμπύλες που διέρχονται από τις τριάδες (𝑃0, 𝑃1, 𝑃2) και (𝑃1, 𝑃2, 𝑃3). Οι
καμπύλες αυτές είναι αντίστοιχα οι εξής:

𝐹20(𝑡) =
2 − 𝑡
2 − 0𝐹

1
0(𝑡) +

𝑡 − 0
2 − 0𝐹

1
1(𝑡) = (1 − 4𝑡 + 2𝑡2,

2 − 3𝑡 + 𝑡2
2 , 9𝑡 − 5𝑡

2

2 )
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και

𝐹21(𝑡) =
3 − 𝑡
3 − 1𝐹

1
1(𝑡) +

𝑡 − 1
3 − 1𝐹

1
2(𝑡) =


−8 + 7𝑡 − 𝑡2

2 , 2 − 3𝑡 + 𝑡
2

2 , 20 − 21𝑡 + 5𝑡
2

2  .

Τέλος, η ζητούμενη καμπύλη είναι:

𝐹30(𝑡) =
3 − 𝑡
3 − 0𝐹

2
0(𝑡) +

𝑡 − 0
3 − 0𝐹

2
1(𝑡) =


6 − 34𝑡 + 27𝑡2 − 5𝑡3

6 , 2 − 3𝑡 + 𝑡
2

2 , 47𝑡 − 45𝑡
2 + 10𝑡3
6  .

Παρατηρούμεότι ηκαμπύλη𝐹𝑛0(𝑡) έχει την ιδιότητα τηςγραμμικήςακρίβειας, δηλαδήαν τασημεία𝑃0, … , 𝑃𝑛+1
βρίσκονται επί μίας ευθείας, τότε η 𝐹𝑛0(𝑡) είναι μία ευθεία. Επιπλέον, καθώς όλα τα βήματα του αλγορίθμου του
Aitken είναι υπολογισμοί βαρυκεντρικών συνδυασμών, η εικόνα της καμπύλης 𝐹𝑛0(𝑡) από μία ομοπαραλληλική
απεικόνιση 𝛼 ∶ 𝔸3 →𝔸3. διέρχεται από τα σημεία 𝛼(𝑃0), … , 𝛼(𝑃𝑛+1). Συνεπώς, η 𝐹𝑛0(𝑡) είναι αναλλοίωτη από
τις ομοπαραλληλικές απεικονίσεις.

Τέλος, ας σημειωθεί ότι είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο του Aitken για
μία συγκεκριμένη τιμή του 𝑡, δηλαδή για 𝑡 = 𝜏, παίρνουμε την τιμή 𝐹𝑛0(𝜏). Έτσι, αν χρειαζόμαστε μόνο την
τιμή 𝐹𝑛0(𝜏) και όχι τη μορφή της καμπύλης 𝐹𝑛0(𝑡), μπορούμε να το κάνουμε απευθείας χρησιμοποιώντας τον
αλγόριθμο του Aitken.

Παράδειγμα 9.4. Ας είναι 𝑃0 = (−1, 0), 𝑃1 = (0, 1), 𝑃2 = (1, 2) και 𝑡0 = 1, 𝑡1 = 2, 𝑡2 = 3. Συμβολίζουμε
με 𝐹 τη μοναδική καμπύλη δευτέρου βαθμού με 𝐹(𝑡𝑖) = 𝑃𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3). Θα υπολογίσουμε την τιμή 𝐹(5/2)
χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο του Aitken.

Πρώτα υπολογίζουμε τις τιμές:

𝐹10(5/2) =
𝑡1 − 5/2
𝑡1 − 𝑡0

𝑃0 +
5/2 − 𝑡0
𝑡1 − 𝑡0

𝑃1 = (
1
2 ,
3
2)

και
𝐹11(5/2) =

𝑡2 − 5/2
𝑡2 − 𝑡1

𝑃1 +
5/2 − 𝑡1
𝑡2 − 𝑡1

𝑃2 = (
1
2 ,
3
2).

Έτσι, έχουμε 𝐹(5/2) = (1/2, 3/2).

9.3 Τα Πολυώνυμα του 𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒

Ας είναι 𝑡0, … , 𝑡𝑛 διακεκριμένοι πραγματικοί αριθμοί.

Ορισμός 9.1. Καλούμε 𝑖-οστό πολυώνυμο του 𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒 ως προς την ακολουθία 𝑡0, … , 𝑡𝑛 το πολυώνυμο

𝐿𝑛𝑖 (𝑡) =
𝑛

𝑗=0
𝑗≠𝑖

𝑡 − 𝑡𝑗
𝑡𝑖 − 𝑡𝑗

(𝑖 = 0,… , 𝑛)

.

Αμέσως παρατηρούμε ότι ισχύει
𝐿𝑛𝑖 (𝑡𝑗) = 𝛿𝑖,𝑗,

όπου 𝛿𝑖,𝑖 = 1 και 𝛿𝑖,𝑗 = 0 για 𝑖 ≠ 𝑗.
Συμβολίζουμε μεℝ𝑛[𝑡] τονℝ-γραμμικό χώρο των πολυωνύμων τουℝ[𝑡] με βαθμό ≤ 𝑛.



150 ΚΑΜΠΥΛΕΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ

Πρόταση 9.1. Tα πολυώνυμα 𝐿𝑛𝑖 (𝑡) (𝑖 = 0,… , 𝑛) σχηματίζουν μία βάση του γραμμικού χώρουℝ𝑛[𝑡].

Απόδειξη. Υπενθυμίζουμε ότι τα πολυώνυμα 1, 𝑡, … , 𝑡𝑛 αποτελούν μία βάση του ℝ-γραμμικού χώρου ℝ𝑛[𝑡]
και επομένως dimℝ𝑛[𝑡] = 𝑛 + 1. Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι τα πολυώνυμα 𝐿𝑛𝑖 (𝑡) (𝑖 = 0,… , 𝑛) είναι ℝ-
γραμμικώς ανεξάρτητα. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν 𝑎0, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ έτσι, ώστε να ισχύει:

𝑛

𝑖=0

𝑎𝑖𝐿𝑛𝑖 (𝑡) = 0.

Τότε, έχουμε

𝑎𝑗 =
𝑛

𝑖=0

𝑎𝑖𝐿𝑛𝑖 (𝑡𝑗) = 0 (𝑗 = 0,… , 𝑛).

Άρα, τα πολυώνυμα 𝐿𝑛𝑖 (𝑡) (𝑖 = 0,… , 𝑛) είναιℝ-γραμμικώς ανεξάρτητα και κατά συνέπεια αποτελούν μία βάση
τουℝ𝑛[𝑡].

Πόρισμα 9.1. Για κάθε 𝑃(𝑡) ∈ ℝ𝑛[𝑡] ισχύει

𝑃(𝑡) =
𝑛

𝑖=0

𝑃(𝑡𝑖)𝐿𝑛𝑖 (𝑡).

Απόδειξη. Σύμφωνα με την Πρόταση 9.1, υπάρχουν 𝑎0, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ έτσι, ώστε να ισχύει

𝑃(𝑡) =
𝑛

𝑖=0

𝑎𝑖𝐿𝑛𝑖 (𝑡).

Τότε, έχουμε 𝑃(𝑡𝑖) = 𝑎𝑖 (𝑖 = 0,… , 𝑛), απ’ όπου έπεται το αποτέλεσμα.

Πόρισμα 9.2. Έχουμε:

1 =
𝑛

𝑖=0

𝐿𝑛𝑖 (𝑡) και 𝑡 =
𝑛

𝑖=0

𝑡𝑖𝐿𝑛𝑖 (𝑡).

Απόδειξη. Εφαρμόζοντας το Πόρισμα 9.1 για 𝑃(𝑡) = 1, 𝑡, παίρνουμε το αποτέλεσμα.

Ας είναι 𝑃0, … , 𝑃𝑛 ∈ 𝔸3. Θεωρούμε την πολυωνυμική καμπύλη

𝐹(𝑡) =
𝑛

𝑖=0

𝐿𝑛𝑖 (𝑡)𝑃𝑖.

Έχουμε:

𝐹(𝑡𝑗) =
𝑛

𝑖=0

𝐿𝑛𝑖 (𝑡𝑗)𝑃𝑖 =
𝑛

𝑖=0

𝛿𝑖,𝑗𝑃𝑖 = 𝑃𝑗 (𝑗 = 0,… , 𝑛).

Όπως είδαμε στην πρώτη ενότητα, η καμπύλη 𝐹 με την παραπάνω ιδιότητα είναι μοναδική. Αυτό όμως
μπορούμε να το πάρουμε και ως συνέπεια του Πορίσματος 9.1. Πράγματι, ας είναι 𝑃𝑗 = (𝑝𝑗,1, 𝑝𝑗,2, 𝑝𝑗,3) (𝑗 =
0,… , 𝑛) και 𝐺(𝑡) = (𝐺1(𝑡), 𝐺2(𝑡), 𝐺3(𝑡)) μία πολυωνυμική καμπύλη με 𝐺𝑖(𝑡) ∈ ℝ𝑛[𝑡] (𝑖 = 1, 2, 3) τέτοια, ώστε
𝐺(𝑡𝑖) = 𝑃𝑖 (𝑖 = 0,… , 𝑛). Τότε, έχουμε𝐺𝑖(𝑡𝑗) = 𝑝𝑗,𝑖 (𝑗 = 0,… , 𝑛). Έτσι, από το Πόρισμα 9.1, παίρνουμε:

𝐺𝑖(𝑡) =
𝑛

𝑗=0

𝐺𝑖(𝑡𝑗)𝐿𝑛𝑗 (𝑡) =
𝑛

𝑗=0

𝑝𝑗,𝑖𝐿𝑛𝑗 (𝑡).
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Επομένως, προκύπτει:

𝐺(𝑡) =
𝑛

𝑗=0

𝑃𝑗𝐿𝑛𝑗 (𝑡) = 𝐹(𝑡).

Από τοΠόρισμα9.2, έχουμε ότι∑𝑛
𝑖=0 𝐿

𝑛
𝑖 (𝑡) = 1και επομένως τασημεία της καμπύλης𝐹(𝑡) είναι βαρυκεντρι-

κοί συνδυασμοί των σημείων 𝑃0, … , 𝑃𝑛. Συνεπώς, η καμπύλη 𝐹(𝑡) είναι αναλλοίωτη από τις ομοπαραλληλικές
απεικονίσεις.

Παράδειγμα 9.5. Θα βρούμε την πολυωνυμική καμπύλη 𝐹(𝑡) που διέρχεται από τα σημεία 𝑃0 = (0, 1, 0),
𝑃1 = (1, 0, 2), 𝑃2 = (1, 1, −1), 𝑃3 = (2, −1, 1) για τις τιμές 𝑡0 = −1, 𝑡1 = 1, 𝑡2 = 3, 𝑡3 = 4, αντίστοιχα.

Σ’ αυτή την περίπτωση έχουμε τα εξής πολυώνυμα του Lagrange:

𝐿30(𝑡) =
𝑡 − 𝑡1
𝑡0 − 𝑡1

𝑡 − 𝑡2
𝑡0 − 𝑡2

𝑡 − 𝑡3
𝑡0 − 𝑡3

= 𝑡 − 1
−2

𝑡 − 3
−4

𝑡 − 4
−5 = − 1

40(𝑡
3 − 8𝑡2 + 19𝑡 − 12),

𝐿31(𝑡) =
𝑡 − 𝑡0
𝑡1 − 𝑡0

𝑡 − 𝑡2
𝑡1 − 𝑡2

𝑡 − 𝑡3
𝑡1 − 𝑡3

= 𝑡 + 1
2

𝑡 − 3
−2

𝑡 − 4
−3 = 1

12(𝑡
3 − 6𝑡2 + 5𝑡 + 12),

𝐿32(𝑡) =
𝑡 − 𝑡0
𝑡2 − 𝑡0

𝑡 − 𝑡1
𝑡2 − 𝑡1

𝑡 − 𝑡3
𝑡2 − 𝑡3

= 𝑡 + 1
4

𝑡 − 1
2

𝑡 − 4
−1 = −18(𝑡

3 − 4𝑡2 − 𝑡 + 4),

𝐿33(𝑡) =
𝑡 − 𝑡0
𝑡3 − 𝑡0

𝑡 − 𝑡1
𝑡3 − 𝑡1

𝑡 − 𝑡2
𝑡3 − 𝑡2

= 𝑡 + 1
5

𝑡 − 1
3

𝑡 − 3
1 = − 115(𝑡

3 − 3𝑡2 − 𝑡 + 3).

Επομένως, η ζητούμενη καμπύλη είναι:

𝐹(𝑡) =
𝑛

𝑖=0

𝐿𝑛𝑖 (𝑡)𝑃𝑖 = (𝐹1(𝑡), 𝐹2(𝑡), 𝐹3(𝑡)),

όπου

𝐹1(𝑡) = − 740𝑡
3 + 2

5𝑡
2 + 27

40𝑡 +
1
10 ,

𝐹2(𝑡) = 113
120𝑡

3 − 7710 𝑡
2 + 2287

120 𝑡 −
123
10 ,

𝐹3(𝑡) = 9
40𝑡

3 − 1310𝑡
2 + 31

40𝑡 +
23
10 .

Οι τρεις μέθοδοι κατασκευής καμπυλών τις οποίες είδαμε μέχρι τώρα έχουν και μερικά μειονεκτήματα. Ένα
από αυτά είναι ότι για την παρεμβολή πολλών σημείων απαιτείται η κατασκευή πολυωνύμων μεγάλου βαθμού
και κατάσυνέπεια οι υπολογισμοί γίνονται πλέονπολύπλοκοι.Τοσημαντικότεροόμωςμειονέκτημα είναι ότι η
καμπύλη που προκύπτει δεν ακολουθεί πιστά τα σημεία παρεμβολής. Γι’ αυτούς τους λόγους κατασκευάζονται
καμπύλες που αποτελούνται από τμήματα πολυωνυμικών καμπυλών τα οποία συνενώνονται με κατάλληλες
συνθήκες συνέχειας. Στις επόμενες ενότητες θα δούμε μεθόδους κατασκευής τέτοιων καμπυλών.

9.4 Κυβική Παρεμβολή του 𝐻𝑒𝑟𝑚𝑖𝑡𝑒

Σ’ αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε την κατασκευή κυβικών καμπυλών οι οποίες διέρχονται από προκαθο-
ρισμένα σημεία και έχουν συγκεκριμένες εφαπτόμενες σ’ αυτά τα σημεία. Πρώτα θα εξετάσουμε το εξής απλό
πρόβλημα: Δίνονται τα σημεία 𝑎0, 𝑎1 ∈ 𝔸3, τα διανύσματα 𝑚0, 𝑚1 ∈ ℝ3, οι πραγματικοί αριθμοί 𝑟 < 𝑠 και
ζητείται η κατασκευή μίας κυβικής καμπύλης 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3, η οποία να διέρχεται από τα 𝑎0, 𝑎1 για 𝑡 = 𝑟, 𝑠 και
να έχει τα διανύσματα𝑚0,𝑚1 ως εφαπτομένες σ’ αυτά, αντίστοιχα. Δηλαδή, να ικανοποιεί τις σχέσεις:

𝐹(𝑟) = 𝑎0, 𝐹(𝑠) = 𝑎1, 𝐷𝐹(𝑟) = 𝑚0, 𝐷𝐹(𝑠) = 𝑚1.
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Θεωρούμε τη μορφή του Bézier της καμπύλης 𝐹(𝑡) ως προς το διάστημα [𝑟, 𝑠]:

𝐹(𝑡) =
3

𝑘=0

𝐵3𝑘[𝑟, 𝑠](𝑡) 𝑏𝑘.

Tότε, έχουμε
𝑎0 = 𝐹(𝑟) = 𝑏0, 𝑎1 = 𝐹(𝑠) = 𝑏3

και από την Πρόταση 7.3 παίρνουμε

𝑚0 = 𝐷𝐹(0) =
3

𝑠 − 𝑟(𝑏1 − 𝑏0), 𝑚1 = 𝐷𝐹(1) =
3

𝑠 − 𝑟(𝑏3 − 𝑏2).

Επομένως, ισχύει:
𝑏1 = 𝑎0 +

𝑠 − 𝑟
3 𝑚0, 𝑏2 = 𝑎1 −

𝑠 − 𝑟
3 𝑚1.

Έτσι, η ζητούμενη καμπύλη είναι:

𝐹(𝑡) = 𝐻3
0[𝑟, 𝑠](𝑡)𝑎0 + 𝐻3

1[𝑟, 𝑠](𝑡)𝑚0 + 𝐻3
2[𝑟, 𝑠](𝑡)𝑚1 + 𝐻3

3[𝑟, 𝑠](𝑡)𝑎1,

όπου

𝐻3
0[𝑟, 𝑠](𝑡) = 𝐵30[𝑟, 𝑠](𝑡) + 𝐵31[𝑟, 𝑠](𝑡),

𝐻3
1[𝑟, 𝑠](𝑡) = 𝑠 − 𝑟

3 𝐵31[𝑟, 𝑠](𝑡),

𝐻3
2[𝑟, 𝑠](𝑡) = −𝑠 − 𝑟3 𝐵32[𝑟, 𝑠](𝑡),

𝐻3
3[𝑟, 𝑠](𝑡) = 𝐵32[𝑟, 𝑠](𝑡) + 𝐵33[𝑟, 𝑠](𝑡).

Ορισμός 9.2. Τα πολυώνυμα𝐻3
𝑖 [𝑟, 𝑠](𝑡) (𝑖 = 0, 1, 2, 3) καλούνται πολυώνυμα του𝐻𝑒𝑟𝑚𝑖𝑡𝑒 τρίτου βαθμού, ως

προς το διάστημα [𝑟, 𝑠]. Αν 𝑟 = 0 και 𝑠 = 1, τότε θα γράφουμε πιο απλά 𝐻3
𝑖 (𝑡) αντί 𝐻3

𝑖 [0, 1](𝑡). H παραπάνω
γραφή της 𝐹(𝑡) με τη βοήθεια των πολυωνύμων του Hermite καλείται μορφή του𝐻𝑒𝑟𝑚𝑖𝑡𝑒 της καμπύλης 𝐹(𝑡).

Σχήμα 9.3: Η καμπύλη σε μορφή του 𝐵�́�𝑧𝑖𝑒𝑟 με σημεία ελέγχου 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 διέρχεται από τα 𝑏0, 𝑏1 και έχει εφαπτομένες
σε αυτά τις𝑚0,𝑚1, αντίστοιχα.

Ας σημειωθεί ότι έχουμε:

𝐻3
0(𝑡) = 2𝑡3 − 3𝑡2 + 1,

𝐻3
1(𝑡) = 𝑡3 − 2𝑡2 + 𝑡,

𝐻3
2(𝑡) = 𝑡3 − 𝑡2,

𝐻3
3(𝑡) = −2𝑡3 + 3𝑡2.
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Σύμφωνα με την Πρόταση 6.2, τα πολυώνυμα 𝐵3𝑗 (𝑡), (𝑗 = 0, 1, 2, 3) αποτελούν μία βάση για τον γραμμικό
χώροℝ3[𝑡] και κατά συνέπεια τα πολυώνυμα𝐻3

𝑗 (𝑡) (𝑗 = 0, 1, 2, 3) έχουν την ίδια ιδιότητα. Επίσης, έχουμε:

𝐻3
0[𝑟, 𝑠](𝑡) = 𝐻3

0 
𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟

 ,

𝐻3
1[𝑟, 𝑠](𝑡) = (𝑠 − 𝑟)𝐻3

1 
𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟

 ,

𝐻3
2[𝑟, 𝑠](𝑡) = (𝑠 − 𝑟)𝐻3

2 
𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟

 ,

𝐻3
3[𝑟, 𝑠](𝑡) = 𝐻3

3 
𝑡 − 𝑟
𝑠 − 𝑟

 .

Από τις προηγούμενες σχέσεις φαίνεται ότι η μορφήHermite μίας κυβικής καμπύλης δεν είναι αναλλοίωτη
από μετασχηματισμούς της παραμέτρου όπως συμβαίνει με τη μορφή του Βézier.

Παράδειγμα 9.6. Θα κατασκευάσουμε μία κυβική καμπύλη 𝐹 με 𝐹(0) = (1, 0, 1), 𝐹(1) = (1, 1, 2) και𝐷𝐹(0) =
(1, −1, 2),𝐷𝐹(1) = (2, 1, 2). Σύμφωνα με τα παραπάνω, η ζητούμενη καμπύλη είναι:

𝐹(𝑡) = (2𝑡3 − 3𝑡2 + 1)(1, 0, 1)+
(𝑡3 − 2𝑡2 + 𝑡)(1, −1, 2) + (𝑡3 − 𝑡2)(2, 1, 2) + (−2𝑡3 + 3𝑡2)(1, 1, 2).

Επομένως, έχουμε:
𝐹(𝑡) = (3𝑡3 − 4𝑡2 + 𝑡 + 1, −2𝑡3 + 4𝑡2 − 𝑡, 2𝑡3 − 3𝑡2 + 2𝑡 + 1).

Θεωρούμε σημεία 𝑎0, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝔸3, διανύσματα𝑚0, … ,𝑚𝑛 ∈ ℝ3 και πραγματικοί αριθμοί 𝑡0 < … < 𝑡𝑛. Για
κάθε 𝑖 = 0,… , 𝑛 − 1, η καμπύλη

𝐹𝑖(𝑡) = 𝐻3
0[𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1](𝑡)𝑎𝑖+

𝐻3
1[𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1](𝑡)𝑚𝑖 + 𝐻3

2[𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1](𝑡)𝑚𝑖+1 + 𝐻3
3[𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1](𝑡)𝑎𝑖+1

διέρχεται από τα σημεία 𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1 για 𝑡 = 𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1 και έχει εφαπτομένες σε αυτά τα διανύσματα 𝑚𝑖, 𝑚𝑖+1, αντί-
στοιχα. Έτσι, προκύπτει μία κατά τμήματα κυβική καμπύλη 𝐹 ∶ [𝑡0, 𝑡𝑛] → 𝔸3 με 𝐹(𝑡) = 𝐹𝑖(𝑡), για κάθε
𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1] και τα τμήματα 𝐹𝑖([𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]) και 𝐹𝑖+1([𝑡𝑖+1, 𝑡𝑖+2]) ενώνονται με παραμετρική συνέχεια 𝐶1 στο 𝑡𝑖+1.

Συχνά, στην πράξη, οι εφαπτομένες στα σημεία 𝑎0, … , 𝑎𝑛 δεν είναι εύκολο να προσδιοριστούν επακριβώς
ώστε η καμπύλη παρεμβολής που θα προκύψει να έχει το επιθυμητό σχήμα. Έτσι, έχουν αναπτυχθεί μέθο-
δοι υπολογισμού εφαπτόμενων διανυσμάτων οι οποίες βασίζονται στα σημεία 𝑎0, … , 𝑎𝑛. Τα διανύσματα αυτά
χρησιμοποιούνται για την κατασκευή μίας κατά τμήματα κυβικής καμπύλης 𝐹(𝑡) σε μορφή του Hermite και
κατόπιν η καμπύλη αυτή μπορεί να τροποποιηθεί ώστε να προκύψει η καμπύλη επιθυμητού σχήματος.

Θα περιγράψουμε στη συνέχεια τη μέθοδο του Bessel για τον υπολογισμό των εφαπτομένων στα σημεία
𝑎0, … , 𝑎𝑛. Για κάθε 𝑖 = 1, … , 𝑛−1, κατασκευάζουμε, χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο τουAitken, την καμπύλη
𝑄𝑖(𝑡) με𝑄𝑖(𝑡𝑗) = 𝑎𝑗 (𝑗 = 𝑖 − 1, 𝑖, 𝑖 + 1). Έχουμε:

𝑄𝑖(𝑡) = 𝑄𝑖,𝑖−1(𝑡)𝑎𝑖−1 + 𝑄𝑖,𝑖(𝑡)𝑎𝑖 + 𝑄𝑖,𝑖+1(𝑡)𝑎𝑖+1.

όπου

𝑄𝑖,𝑖−1(𝑡) = (𝑡𝑖+1 − 𝑡)(𝑡𝑖 − 𝑡)
(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖−1)(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)

,

𝑄𝑖,𝑖(𝑡) = (𝑡𝑖+1 − 𝑡)(𝑡 − 𝑡𝑖−1)
(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖−1)(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)

+ (𝑡 − 𝑡𝑖−1)(𝑡𝑖+1 − 𝑡)
(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖−1)(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖)

,

𝑄𝑖,𝑖+1(𝑡) = (𝑡 − 𝑡𝑖−1)(𝑡 − 𝑡𝑖)
(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖−1)(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖)

.
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Η εφαπτομένη της𝑄𝑖(𝑡) στο σημείο 𝑎𝑖 είναι το διάνυσμα

𝑚𝑖 = 𝐷𝑄𝑖(𝑡𝑖) =
𝑡𝑖 − 𝑡𝑖+1

(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖−1)(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)
𝑎𝑖−1+

𝑡𝑖−1 − 2𝑡𝑖 + 𝑡𝑖+1
(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖)(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)

𝑎𝑖 +
𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1

(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖−1)(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖)
𝑎𝑖+1.

Οπότε, για την κατασκευή της καμπύλης 𝐹(𝑡) θα απαιτήσουμε οι εφαπτομένες στα σημεία 𝑎1, … , 𝑎𝑛−1 να είναι
τα διανύσματα 𝑚1, … ,𝑚𝑛−1. Επίσης, για τα ακραία σημεία 𝑎0 και 𝑎𝑛 θα πάρουμε ως εφαπτομένες σε αυτά τα
διανύσματα

𝑚0 = 𝐷𝑄1(𝑎0) =
2𝑡0 − 𝑡1 − 𝑡2

(𝑡2 − 𝑡0)(𝑡1 − 𝑡0)
𝑎0+

𝑡2 − 𝑡0
(𝑡2 − 𝑡1)(𝑡1 − 𝑡0)

𝑎1 +
𝑡0 − 𝑡1

(𝑡2 − 𝑡1)(𝑡2 − 𝑡0)
𝑎2

και

𝑚𝑛 = 𝐷𝑄𝑛−1(𝑎𝑛) =
𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1

(𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−2)(𝑡𝑛−1 − 𝑡𝑛−2)
𝑎𝑛−2+

𝑡𝑛−2 − 𝑡𝑛
(𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1)(𝑡𝑛−1 − 𝑡𝑛−2)

𝑎𝑛−1 +
2𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1 − 𝑡𝑛−2

(𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1)(𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−2)
𝑎𝑛,

αντίστοιχα.

Παράδειγμα 9.7. Θεωρούμε τα σημεία 𝑎0 = (1, 0, 0), 𝑎1 = (1, 0, −1), 𝑎2 = (0, −1, 1), 𝑎3 = (−1, 2, 1) και τους
αριθμούς 𝑡0 = 1, 𝑡1 = 2, 𝑡2 = 4, 𝑡3 = 5. Θα κατασκευάσουμε μία κατά τμήματα κυβική καμπύλη 𝐹(𝑡) σε
μορφή Hermite τέτοια, ώστε 𝐹(𝑡𝑖) = 𝑎𝑖, (𝑖 = 0, 1, 2, 3) και οι εφαπτομένες σ’ αυτά τα σημεία να δίνονται από
τη μέθοδο του Bessel.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, οι εφαπτομένες στα σημεία 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 είναι αντίστοιχα:

𝑚0 = −
4
3𝑎0 +

3
2𝑎1 +

1
6𝑎2 =

1
6(1, −1, −8),

𝑚1 = −
2
3𝑎0 +

1
2𝑎1 +

1
3𝑎2 = −

1
6(1, 2, 1),

𝑚2 = −
1
6𝑎1 − 𝑎2 +

2
3𝑎3 =

1
6(−5, 14, −1),

𝑚3 =
1
6𝑎1 −

3
2𝑎2 +

4
3𝑎3 =

1
6(−7, 25, −2).

Στη συνέχεια, για κάθε 𝑖 = 0, 1, 2, έχουμε την καμπύλη

𝐹𝑖(𝑡) = 𝐻3
0[𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1](𝑡)𝑎𝑖+

𝐻3
1[𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1](𝑡)𝑚𝑖 + 𝐻3

2[𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1](𝑡)𝑚𝑖+1 + 𝐻3
3[𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1](𝑡)𝑎𝑖+1

η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις 𝐹𝑖(𝑡𝑖) = 𝑎𝑖, 𝐹𝑖(𝑡𝑖+1) = 𝑎𝑖+1 και οι εφαπτομένες στα σημεία 𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1 είναι𝑚𝑖,𝑚𝑖+1
αντίστοιχα. Πιο αναλυτικά, έχουμε τις καμπύλες:

𝐹0(𝑡) = 𝐻3
0[1, 2](𝑡)𝑎0 + 𝐻3

1[1, 2](𝑡)𝑚0 + 𝐻3
2[1, 2](𝑡)𝑚1 + 𝐻3

3[1, 2](𝑡)𝑎1,
𝐹1(𝑡) = 𝐻3

0[2, 4](𝑡)𝑎1 + 𝐻3
1[2, 4](𝑡)𝑚1 + 𝐻3

2[2, 4](𝑡)𝑚2 + 𝐻3
3[2, 4](𝑡)𝑎2,

𝐹2(𝑡) = 𝐻3
0[4, 5](𝑡)𝑎2 + 𝐻3

1[4, 5](𝑡)𝑚2 + 𝐻3
2[4, 5](𝑡)𝑚3 + 𝐻3

3[4, 5](𝑡)𝑎3.

Κάνοντας τους σχετικούς υπολογισμούς, παίρνουμε:

𝐹0(𝑡) =
1
6(−𝑡

3 + 3𝑡 + 4, −3𝑡3 + 13𝑡2 − 18𝑡 + 8, 3𝑡3 − 10𝑡2 + 3𝑡 + 4),
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𝐹1(𝑡) =
1
12(−11𝑡

2 + 42𝑡 − 16, 9𝑡3 − 73𝑡2 + 180𝑡 − 140, −7𝑡3 + 72𝑡2 − 206𝑡 + 156),

𝐹2(𝑡) =
1
6(−𝑡

2 + 3𝑡 + 4, 3𝑡3 − 35𝑡2 + 150𝑡 − 238, −3𝑡3 + 40𝑡2 − 177𝑡 + 266).

Συνεπώς, η ζητούμενη καμπύλη 𝐹(𝑡) ∶ [1, 5] → 𝔸3 ορίζεται από τις σχέσεις 𝐹(𝑡) = 𝐹𝑖(𝑡), για κάθε 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]
(𝑖 = 0, 1, 2).

Ένας άλλος γνωστός τρόπος κατασκευής των εφαπτόμενων διανυσμάτων είναι η μέθοδος FMILL. Σύμ-
φωνα με αυτή τη μέθοδο, η εφαπτομένη𝑚𝑖 στο σημείο 𝑎𝑖 είναι παράλληλη προς την ευθεία που διέρχεται από
τα σημεία 𝑎𝑖−1 και 𝑎𝑖+1, δηλαδή έχουμε 𝑚𝑖 = 𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖−1. Οι εφαπτομένες όμως στα ακραία σημεία 𝑎0 και 𝑎𝑛
δεν μπορούν να υπολογιστούν με αυτό τον τρόπο. Ένας τρόπος να συμπληρωθούν οι εφαπτομένες σ’ αυτά τα
σημεία είναι η χρήση της μεθόδου του Bessel.

Παράδειγμα 9.8. Με τα δεδομένα του προηγουμένου παραδείγματος θα κατασκευάσουμε μία καμπύλη πα-
ρεμβολής παίρνοντας τα εφαπτόμενα διανύσματα στα σημεία 𝑎1 και 𝑎2 με τη μέθοδο FMILL. Έτσι, οι εφα-
πτομένες στα σημεία 𝑎1 και 𝑎2 είναι τα διανύσματα

𝑚1 = 𝑎2 − 𝑎0 = (−1, −1, 1) και 𝑚2 = 𝑎3 − 𝑎1 = (0, 2, 0).

Στη συνέχεια κάνουμε τους απαιτούμενους υπολογισμούς και παίρνουμε τις καμπύλες:

𝐹0(𝑡) =
1
6(−5𝑡

3 + 19𝑡2 − 22𝑡 + 14, −7𝑡3 + 29𝑡2 − 38𝑡 + 16, 10𝑡3 − 38𝑡2 + 38𝑡 − 10),

𝐹1(𝑡) =
1
4(𝑡

2 − 8𝑡 + 16, 2𝑡3 − 15𝑡2 + 32𝑡 − 20, −𝑡3 + 8𝑡2 − 16𝑡 + 4),

𝐹2(𝑡) =
1
6(5𝑡

3 − 71𝑡2 + 328𝑡 − 496, 𝑡3 − 7𝑡2 + 20𝑡 − 38, −2𝑡3 + 26𝑡2 − 112𝑡 + 166).

Επομένως, η ζητούμενη καμπύλη 𝐹(𝑡) ∶ [1, 5] → 𝔸3 ορίζεται από τις σχέσεις 𝐹(𝑡) = 𝐹𝑖(𝑡), για κάθε 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]
(𝑖 = 0, 1, 2).

Τέλος, είναι δυνατόν να απαιτήσουμε τα τμήματα της καμπύλης παρεμβολής να ενώνονται με παραμετρική
συνέχεια 𝐶2, δηλαδή, για κάθε 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1 να ισχύει:

𝐷2𝐹𝑖−1(𝑡𝑖) = 𝐷2𝐹𝑖(𝑡𝑖).

Παραγωγίζοντας δύοφορές τα τμήματασεμορφήτουHermite𝐹𝑖−1 και𝐹𝑖−1 παίρνουμε ισοδύναμα την ισότητα

(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖)𝑚𝑖−1 + 2(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖−1)𝑚𝑖 + (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)𝑚𝑖+1 =

3𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1
(𝑎𝑖 − 𝑎𝑖−1) + 3

𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1
𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖

(𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖).

Aς είναι𝑚𝑖 = (𝑚𝑖,1, 𝑚𝑖,2, 𝑚𝑖,3) (𝑖 = 0,… , 𝑛). Για κάθε 𝑖 = 1, … , 𝑛−1 θέτουμε:𝐴𝑖 = 𝑡𝑖−𝑡𝑖−1,𝐵𝑖+1 = 𝑡𝑖+1−𝑡𝑖−1
και

(𝐶𝑖,1, 𝐶𝑖,2, 𝐶𝑖,3) = 3
𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖
𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1

(𝑎𝑖 − 𝑎𝑖−1) + 3
𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1
𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖

(𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖).

Επίσης, θέτουμε (𝐶𝑖,1, 𝐶𝑖,2, 𝐶𝑖,3) = (𝑚𝑖,1, 𝑚𝑖,2, 𝑚𝑖,3), (𝑖 = 0, 𝑛). Έτσι, έχουμε τα τρία συστήματα
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 … 0 0
𝐴2 2𝐵2 𝐴1 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 𝐴𝑛 2𝐵𝑛 𝐴𝑛−1
0 0 … 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑋0,𝑖

⋮

𝑋𝑛,𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐶0,𝑖

⋮

𝐶𝑛,𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(𝑖 = 1, 2, 3).
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Για κάθε 𝑖 = 1, 2, 3, μία λύση του αντίστοιχου συστήματος είναι η (𝑛 + 1)-άδα (𝑚𝑖,0, … , 𝑚𝑖,𝑛). Αυτό είναι ένα 
τριδιαγώνιο σύστημα το οποίο μπορεί να λυθεί αποτελεσματικά με κάποια από τις συνηθισμένες μεθόδους 
επίλυσης ενός γραμμικού συστήματος.

Έτσι, για τον προσδιορισμό των εφαπτομένων 𝑚0, … , 𝑚𝑛 μπορούμε να δώσουμε αυθαίρετες τιμές σε δύο 
από αυτές και κατόπιν λύνοντας τα παραπάνω συστήματα να προσδιορίσουμε τις υπόλοιπες. Συνήθως 
χρησιμοποιούνται συνθήκες για τα ακραία σημεία της καμπύλης παρεμβολής οι οποίες οδηγούν σε 
συγκεκριμένες τιμές για τις εφαπτομένες 𝑚0 και 𝑚𝑛. Μία τέτοια συνθήκη είναι η συνοριακή συνθήκη του 
𝐵𝑒𝑠𝑠𝑒𝑙, σύμφωνα με την οποία οι εφαπτομένες 𝑚0 και 𝑚𝑛 υπολογίζονται με τη μέθοδο του Bessel. Μία άλλη 
συνθήκη είναι η τετραγωνική συνθήκη η οποία απαιτεί να ισχύουν τα εξής:

𝐷2𝐹0(𝑡0) = 𝐷2𝐹0(𝑡1), 𝐷2𝐹𝑛−1(𝑡𝑛−1) = 𝐷2𝐹𝑛−1(𝑡𝑛).

Τότε, από αυτές τις ισότητες, παίρνουμε:

𝑚0 + 𝑚1 = 2
𝑎1 − 𝑎0
𝑡1 − 𝑡0

, 𝑚𝑛−1 + 𝑚𝑛 = 2
𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1
𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1

.

Μία ακόμη συνθήκη που χρησιμοποιείται συχνά είναι η φυσική συνοριακή συνθήκη, σύμφωνα με την οποία οι
δεύτερες παράγωγοι στα άκρα της καμπύλης μηδενίζονται και κατά συνέπεια η καμπύλη γίνεται ευθεία στα
άκρα της. Ο μηδενισμός των δευτέρων παραγώγων δίνει τις εξισώσεις:

2𝑚0 + 𝑚1 = 3
𝑎1 − 𝑎0
𝑡1 − 𝑡0

, 𝑚𝑛−1 + 2𝑚𝑛 =
𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1
𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1

.

Έτσι, μπορούμε να αντικαταστήσουμε στο σύστημα τις ποσότητες𝑚0 και𝑚𝑛 με τα ίσα τους και να υπολογί-
σουμε τα διανύσματα𝑚1, … ,𝑚𝑛−1.

Παράδειγμα 9.9. Θεωρούμε τα σημεία 𝑎0 = (1, 0), 𝑎1 = (2, 1), 𝑎2 = (1, 2), 𝑎3 = (0, 3) του 𝔸2 και τους
αριθμούς 𝑡0 = 1, 𝑡1 = 2, 𝑡2 = 3, 𝑡4 = 4. Θα κατασκευάσουμε μία κατά τμήματα κυβική καμπύλη 𝐹(𝑡) σε μορφή
τουHermite τέτοια, ώστε 𝐹(𝑡𝑖) = 𝑎𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2, 3) της οποίας τα τμήματα ενώνονται με παραμετρική συνέχεια
𝐶2 και οι εφαπτομένες στα δύο άκρα ορίζονται από την τετραγωνική συνθήκη.

Σχήμα 9.4:H κατά τμήματα κυβική καμπύλη 𝐹(𝑡) του Παραδείγματος 9.9.

Διατηρώντας τους συμβολισμούς της ενότητας, έχουμε:𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴3 = 1, 𝐵2 = 𝐵3 = 2 και

(𝐶1,1, 𝐶1,2) = (0, 6), (𝐶1,1, 𝐶1,2) = (−6, 6).

Επίσης, από την τετραγωνική συνθήκη, έχουμε ότι οι εφαπτομένες στα ακραία σημεία είναι:

𝑚0 = (2 − 𝑚1,1, 2 − 𝑚1,2) και 𝑚3 = (−2 − 𝑚2,1, 2 − 𝑚2,2).



ΟΜΟΠΑΡΑΛΛΗΛΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ ΚΑΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ 157

Έτσι, προκύπτουν τα εξής δύο συστήματα:

3𝑚1,1 + 𝑚2,1 = −2, 𝑚1,1 + 3𝑚2,1 = −4

και
3𝑚1,2 + 𝑚2,2 = 4, 𝑚1,2 + 3𝑚2,2 = 4.

Οι λύσεις τους δίνουν:
𝑚1,1 = −

1
4, 𝑚2,1 = −

5
4, 𝑚1,2 = 1, 𝑚2,2 = 1.

Επομένως, έχουμε:

𝑚1 = (−
1
4, 1), 𝑚2 = (−

5
4, 1).

Επίσης, παίρνουμε:

𝑚0 = (
9
4, 1), 𝑚3 = (−

3
4, 1).

Στη συνέχεια, θα υπολογίσουμε τα τμήματα σε μορφή του Hermite της ζητούμενης καμπύλης 𝐹, δηλαδή,
τις εξής καμπύλες:

𝐹0(𝑡) = 𝐻3
0[1, 2](𝑡)𝑎0 + 𝐻3

1[1, 2](𝑡)𝑚0 + 𝐻3
2[1, 2](𝑡)𝑚1 + 𝐻3

3[1, 2](𝑡)𝑎1,
𝐹1(𝑡) = 𝐻3

0[2, 3](𝑡)𝑎1 + 𝐻3
1[2, 3](𝑡)𝑚1 + 𝐻3

2[2, 3](𝑡)𝑚2 + 𝐻3
3[2, 3](𝑡)𝑎2,

𝐹2(𝑡) = 𝐻3
0[3, 4](𝑡)𝑎2 + 𝐻3

1[3, 4](𝑡)𝑚2 + 𝐻3
2[3, 4](𝑡)𝑚3 + 𝐻3

3[3, 4](𝑡)𝑎3.

Μετά από τους απαραίτητους υπολογισμούς, προκύπτει:

𝐹0(𝑡) =
1
4(−5𝑡

2 + 19𝑡 − 10, 4𝑡 − 4),

𝐹1(𝑡) =
1
4(2𝑡

3 − 17𝑡2 + 43𝑡 − 26, 4𝑡 − 4),

𝐹2(𝑡) =
1
4(𝑡

2 − 11𝑡 + 28, 4𝑡 − 4).

9.5 Κυβική 𝐵 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑛𝑒 Παρεμβολή

Σ’ αυτή την ενότητα θα εξετάσουμε το πρόβλημα της παρεμβολής με τη χρήση κυβικών B-spline καμπυλών.
Πιο συγκεκριμένα, δίνονται σημεία 𝑎0, … , 𝑎𝑁 ∈ 𝔸3, πραγματικοί αριθμοί 𝑢0 < 𝑢1 < … < 𝑢𝑁 και ζητείται να
βρεθεί μία κυβική B-spline καμπύλη 𝐹 τέτοια, ώστε να ισχύει 𝐹(𝑢𝑖) = 𝑎𝑖 (𝑖 = 0,… ,𝑁). Τότε, τα τμήματά της
𝐹 να ενώνονται με παραμετρική συνέχεια 𝐶2.

Για να κατασκευάσουμε μία τέτοια καμπύλη θα προσδιορίσουμε τα σημεία ελέγχου του de Boor μίας κυβι-
κής B-spline καμπύλης η οποία βασίζεται επί της πεπερασμένης ακολουθίας κόμβων βαθμού πολλαπλότητας
≤ 4 μεΝ − 1 παρεμβαλλόμενους κόμβους:

𝑢−3, 𝑢−2, 𝑢−1, 𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢𝑁−1, 𝑢𝑁 , 𝑢𝑁+1, 𝑢𝑁+2, 𝑢𝑁+3

όπου 𝑢−3 = 𝑢−2 = 𝑢−1 = 𝑢0 και 𝑢𝑁 = 𝑢𝑁+1 = 𝑢𝑁+2 = 𝑢𝑁+3. Έτσι, έχουμε να υπολογίσουμε τα σημεία
ελέγχου 𝑑−3, 𝑑−2, … , 𝑑𝑁−1. Καθώς 𝑑−3 = 𝐹(𝑢0) = 𝑎0 και 𝑑N−1 = 𝐹(𝑢N) = 𝑎N, απομένει να προσδιορίσουμε τα
υπόλοιπα σημεία 𝑑−2, … , 𝑑N−2.

Ας είναι 𝐹𝑖 ∶ [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1] (𝑖 = 0,… ,𝑁 − 1) τα τμήματα καμπυλών που αποτελούν την καμπύλη 𝐹. Τότε, για
κάθε 𝑡 ∈ [𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1[, ισχύει:

𝐹(𝑡) = 𝐹𝑖(𝑡) =
𝑁−1

𝑗=−3

𝒩 3
𝑗,𝑖(𝑡)𝑑𝑗.
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Για τον προσδιορισμό των 𝑑−2, … , 𝑑N−2, θα χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις 𝐹(𝑢𝑖) = 𝑎𝑖. Έτσι, πρέπει να υπολο-
γίσουμε τις τιμές𝒩 3

𝑗,𝑖(𝑢𝑖).
Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των συναρτήσεων B-spline, παίρνουμε:

𝒩 2
𝑗 (𝑢𝑖) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑗+1 − 𝑢𝑗
𝑢𝑗+2 − 𝑢𝑗

, αν 𝑖 = 𝑗 + 1,

𝑢𝑗+3 − 𝑢𝑗+2
𝑢𝑗+3 − 𝑢𝑗+1

, αν 𝑖 = 𝑗 + 2,

0, διαφορετικά.

Στη συνέχεια, υπολογίζουμε:

𝒩 3
𝑖−1(𝑢𝑖) = 𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1

𝑢𝑖+2 − 𝑢𝑖−1
𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−1

,

𝒩 3
𝑖−2(𝑢𝑖) = 𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−2

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−2
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−1

+ 𝑢𝑖+2 − 𝑢𝑖
𝑢𝑖+2 − 𝑢𝑖−1

𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−1

,

𝒩 3
𝑖−3(𝑢𝑖) = 𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−2
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−1

,

𝒩 3
𝑗 (𝑢𝑖) = 0, για 𝑗 ≠ 𝑖 − 3, 𝑖 − 2, 𝑖 − 1.

Έτσι, παίρνουμε:

𝑎𝑖 = 𝒩 3
𝑖−3(𝑢𝑖)𝑑𝑖−3 +𝒩 3

𝑖−2(𝑢𝑖)𝑑𝑖−2 +𝒩 3
𝑖−1(𝑢𝑖)𝑑𝑖−1 (𝑖 = 1, … ,𝑁 − 1).

Οι παραπάνω 𝑁 − 1 ισότητες περιέχουν τα άγνωστα σημεία 𝑑−2, … , 𝑑N−2. Για τον υπολογισμό τους, επιλέ-
γονται (συνήθως με γεωμετρικά κριτήρια) κάποιες τιμές για τα 𝑑−2 και 𝑑N−2 και κατόπιν υπολογίζονται τα
υπόλοιπα. Για κάθε 𝑖 = 1, … ,𝑁 − 1, θέτουμε:

(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−1)𝑎𝑖 = (𝑅𝑖,1, 𝑅𝑖,2, 𝑅𝑖,3), 𝐴𝑖 = 𝒩 3
𝑖−3(𝑢𝑖)(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−1),

𝐵𝑖 = 𝒩 3
𝑖−2(𝑢𝑖)(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−1), 𝐶𝑖 = 𝒩 3

𝑖−1(𝑢𝑖)(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−1).
Επίσης, θέτουμε 𝑑𝑗 = (𝐷𝑗+2,1, 𝐷𝑗+2,2, 𝐷𝑗+2,3) (𝑗 = −2,… ,𝑁 − 2). Οπότε, έχουμε τα εξής τρία γραμμικά συστή-
ματα: ⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 … 0 0
𝐴1 𝐵1 𝐶1 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 𝐴N−1 𝐵N−1 𝐶N−1
0 0 … 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑋0,𝑖

⋮

𝑋N,𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐷0,𝑖
𝑅1,𝑖
⋮

𝑅N−1,𝑖
𝐷N,𝑖

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(𝑖 = 1, 2, 3).

Καθένα από αυτά τα συστήματα είναι τριδιαγώνιο και επομένως μπορεί να λυθεί από τις γνωστές μέθοδους
επίλυσης ενός γραμμικού συστήματος. Για κάθε 𝑖 = 1, 2, 3, η λύση του αντίστοιχου συστήματος είναι η (Ν+1)-
άδα (𝐷0,𝑖, … ,𝐷N,𝑖). Έτσι, υπολογίζουμε τα σημεία 𝑑−2, … , 𝑑N−2.

Τέλος, θα δείξουμε μερικούς συνηθισμένους τρόπους επιλογής των 𝑑−2 και 𝑑N−2. Η πρώτη μέθοδος είναι
γνωστή ως συνοριακή συνθήκη του Β𝑒𝑠𝑠𝑒𝑙. Πρώτα, υπολογίζουμε την εφαπτομένη της καμπύλης 𝐹 στο 𝑢0 ή
πιο συγκεκριμένα του πρώτου τμήματός της, 𝐹0 ∶ [𝑢0, 𝑢1] → 𝔸3. Καθώς τα σημεία 𝑑−3, 𝑑−2 συμπίπτουν με
τα δύο πρώτα σημεία ελέγχου της μορφής του Βézier της 𝐹0, παίρνουμε:

𝐷𝐹0(𝑢0) =
3

𝑢1 − 𝑢0
(𝑑−2 − 𝑑−3) =

3
𝑢1 − 𝑢0

(𝑑−2 − 𝑎0).

Από την άλλη πλευρά, υπολογίζουμε την καμπύλη𝑄 που διέρχεται από τα σημεία 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, χρησιμοποιώντας
τον αλγόριθμο του Aitken, όπως στην προηγουμένη ενότητα. Τότε, έχουμε:

𝐷𝑄(𝑢0) =
2𝑢0 − 𝑢1 − 𝑢2

(𝑢2 − 𝑢0)(𝑢1 − 𝑢0)
𝑎0+

𝑢2 − 𝑢0
(𝑢2 − 𝑢1)(𝑢1 − 𝑢0)

𝑎1 +
𝑢0 − 𝑢1

(𝑢2 − 𝑢1)(𝑢2 − 𝑢0)
𝑎2
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Θέτοντας𝐷𝐹0(𝑢0) = 𝐷𝑄(𝑢0), παίρνουμε:

𝑑−2 =
1
3 

2𝑢2 − 𝑢0 − 𝑢1
𝑢2 − 𝑢0

𝑎0 +
𝑢2 − 𝑢0
𝑢2 − 𝑢1

𝑎1 −
(𝑢1 − 𝑢0)2

(𝑢2 − 𝑢1)(𝑢2 − 𝑢0)
𝑎2 .

Για την επιλογή του σημείου 𝑑𝑁−2 θεωρούμε το τελευταίο τμήμα της καμπύλης 𝐹, 𝐹𝑁−1 ∶ [𝑢𝑁−1, 𝑢𝑛] → 𝔸3.
Τα σημεία 𝑑N−2 και 𝑑N−1 συμπίπτουν με τα δύο τελευταία σημεία ελέγχου του Βézier της 𝐹𝑁−1 και επομένως
έχουμε:

𝐷𝐹𝑁−1(𝑢𝑁) =
3

𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−1
(𝑑𝑁−1 − 𝑑𝑁−2) =

3
𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−1

(𝑎𝑁 − 𝑑𝑁−2).

Χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο τουAitken, υπολογίζουμε την καμπύλη 𝑆 που διέρχεται από τα σημεία 𝑎𝑁−2,
𝑎𝑁−1, 𝑎𝑁 . Τότε, έχουμε:

𝐷𝑆(𝑢𝑁) =
𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−1

(𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−2)(𝑢𝑁−1 − 𝑢𝑁−2)
𝑎𝑁−2+

𝑢𝑁−2 − 𝑢𝑁
(𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−1)(𝑢𝑁−1 − 𝑢𝑁−2)

𝑎𝑁−1 +
2𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−1 − 𝑢𝑁−2

(𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−1)(𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−2)
𝑎𝑁 .

Θέτοντας𝐷𝐹𝑁−1(𝑢𝑁) = 𝐷𝑆(𝑢𝑁), παίρνουμε:

𝑑𝑁−2 =
1
3 −

(𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−1)2
(𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−2)(𝑢𝑁−1 − 𝑢𝑁−2)

𝑎𝑁−2−

𝑢𝑁−2 − 𝑢𝑁
𝑢𝑁−1 − 𝑢𝑁−2

𝑎𝑁−1 +
𝑢𝑁 + 𝑢𝑁−1 − 2𝑢𝑁−2

𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−2
𝑎𝑁.

Μία άλλη γνωστή συνθήκη είναι η τετραγωνική συνοριακή συνθήκη κατά την οποία η δεύτερη παράγωγος
του πρώτου τμήματος της καμπύλης παρεμβολής 𝐹0 (αντίστοιχα τελευταίου 𝐹𝑁−1) να είναι ίση στα άκρα του.
Ας είναι 𝑓0 η πολική μορφή της καμπύλης 𝐹0 και 𝑏0,𝑗 (𝑗 = 0, 1, 2, 3) τα σημεία ελέγχου τουΒézier της καμπύλης
𝐹0. Σύμφωνα με την Πρόταση 7.3 ισχύoυν τα εξής:

𝐷2𝐹0(𝑢0) =
6

(𝑢1 − 𝑢0)2
(𝑏0,0 − 2𝑏0,1 + 𝑏0,2)

και
𝐷2𝐹0(𝑢1) =

6
(𝑢1 − 𝑢0)2

(𝑏0,1 − 2𝑏0,2 + 𝑏0,3).

Έχουμε:

𝑏0,0 = 𝑓0(𝑢0, 𝑢0, 𝑢0) = 𝑎0,
𝑏0,1 = 𝑓0(𝑢0, 𝑢0, 𝑢1) = 𝑓0(𝑢−1, 𝑢0, 𝑢1) = 𝑑−2,
𝑏0,2 = 𝑓0(𝑢0, 𝑢1, 𝑢1),
𝑏0,3 = 𝑓0(𝑢1, 𝑢1, 𝑢1) = 𝑎1.

Θα εκφράσουμε το σημείο 𝑏0,2 ως ομοπαραλληλικό συνδυασμό των σημείων 𝑑−2 και 𝑑−1 = 𝑓0(𝑢0, 𝑢1, 𝑢2).
Καθώς ισχύει

𝑢1 =
𝑢2 − 𝑢1
𝑢2 − 𝑢0

𝑢0 +
𝑢1 − 𝑢0
𝑢2 − 𝑢0

𝑢2,

έχουμε

𝑏0,2 = 𝑢2 − 𝑢1
𝑢2 − 𝑢0

𝑓0(𝑢0, 𝑢0, 𝑢1) +
𝑢1 − 𝑢0
𝑢2 − 𝑢0

𝑓0(𝑢0, 𝑢1, 𝑢2)

= 𝑢2 − 𝑢1
𝑢2 − 𝑢0

𝑑−2 +
𝑢1 − 𝑢0
𝑢2 − 𝑢0

𝑑−1.
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Στη συνέχεια, θέτουμε𝐷2𝐹0(𝑢0) = 𝐷2𝐹0(𝑢1). Ισοδύναμα έχουμε

𝑏0,0 + 3𝑏0,2 = 3𝑏0,1 + 𝑏0,3,

απ’ όπου αντικαθιστώντας τα ίσα των 𝑏0,𝑗 (𝑗 = 0, 1, 2, 3), τελικά παίρνουμε:

𝑑−2 = 𝑑−1 +
𝑢2 − 𝑢0
3(𝑢1 − 𝑢0)

(𝑎0 − 𝑎1).

Εργαζόμενοι ομοίως με το τελευταίο κομμάτι 𝐹𝑁−1 της καμπύλης 𝐹, θέτοντας𝐷2𝐹N−1(𝑢N−1) = 𝐷2𝐹N−1(𝑢N),
προκύπτει:

𝑑𝑁−2 = 𝑑𝑁−3 +
𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−2
𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−1

(𝑎𝑁−1 − 𝑎𝑁).

Αντικαθιστώντας τα 𝑑−2, 𝑑𝑁−2 με τα ίσα τους στο αντίστοιχο σύστημα, το λύνουμε και προσδιορίζουμε τα 
σημεία 𝑑−2, … , 𝑑𝑁−2.

Τέλος, μία άλλη συχνά χρησιμοποιούμενη συνθήκη είναι η φυσική συνοριακή συνθήκη η οποία απαιτεί οι 
δεύτερες παράγωγοι στα άκρα της καμπύλης παρεμβολής 𝐹 να είναι μηδέν, δηλαδή 𝐷2𝐹0(𝑢−0) = 𝐷2𝐹𝑁
−1(𝑢𝑁) = 0. Τότε, έχουμε τις ισότητες:

(𝑢2 + 𝑢1 − 2𝑢0)𝑑−2 − (𝑢1 − 𝑢0)𝑑−1 = (𝑢2 − 𝑢0)𝑎0

και
(𝑢N − 𝑢N−1)𝑑N−3 − (2𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−1 − 𝑢𝑁−2)𝑑N−2 = −(𝑢𝑁 − 𝑢𝑁−2)𝑎𝑁 .

Χρησιμοποιώντας αυτές τις σχέσεις και το αντίστοιχο σύστημα προσδιορίζουμε τα σημεία 𝑑−2, … , 𝑑𝑁−2.

Παράδειγμα 9.10. Θεωρούμε τα σημεία 𝑎0 = (0, 1, 0), 𝑎1 = (1, 1, 1), 𝑎2 = (2, 1, −1), 𝑎3 = (1, 2, 0) και τους 
πραγματικούς αριθμούς 𝑢𝑖 = 𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2, 3). Θα κατασκευάσουμε μία κυβική B-spline καμπύλη 𝐹 με 𝐹(𝑖) = 
𝑎𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2, 3), χρησιμοποιώντας την παραπάνω μέθοδο και τη φυσική συνοριακή συνθήκη.

Θα υπολογίσουμε τα σημεία ελέγχου του de Boor, 𝑑𝑗 (𝑗 = −3, … , 2) της 𝐹. Έχουμε αμέσως 𝑑−3 = 𝑎0 και 𝑑2 
= 𝑎3. Η φυσική συνοριακή συνθήκη μας δίνει τις εξής ισότητες:

𝑑−2 =
2
3𝑎0 +

1
3𝑑−1, 𝑑1 =

1
3𝑑0 +

2
3𝑎3.

Στη συνέχεια, διατηρώντας τους συμβολισμούς της παρούσης ενότητας, υπολογίζουμε:

𝐴1 =
1
2, 𝐴2 =

1
3, 𝐵1 =

5
6, 𝐵2 =

5
6, 𝐶1 =

1
3, 𝐶2 =

1
2.

Επιπλέον, έχουμε τις ισότητες:

𝐴1𝑑−2 + 𝐵1𝑑−1 + 𝐶1𝑑0 = 2𝑎1,
𝐴2𝑑−1 + 𝐵2𝑑0 + 𝐶2𝑑1 = 2𝑎2.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουμε:

𝑑−1 +
1
3𝑑0 = 2𝑎1 −

1
3𝑎0,

1
3𝑑−1 + 𝑑0 = 2𝑎2 −

1
3𝑎3,

απ’ όπου προκύπτει:

𝑑0 =
3
8(27, 7, −24), 𝑑−1 = (

43
8 ,

61
24 , −1).

Στη συνέχεια παίρνουμε:

𝑑−2 =
1
3(
43
8 ,

109
24 , −1), 𝑑1 = (

97
24,

53
24 , −3).
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Στην πράξη, τα δεδομένα ενός προβλήματος κατασκευής μίας καμπύλης παρεμβολής περιλαμβάνουν μόνο
τα σημεία παρεμβολής 𝑎0, … , 𝑎𝑁 και όχι την ακολουθία των κόμβων 𝑢0, … , 𝑢𝑁 . Έτσι, χρησιμοποιούνται συ-
γκεκριμένες μέθοδοι για την παραγωγή των κόμβων οι οποίες καλούνται παραμετροποιήσεις. Η απλούστερη
παραμετροποίηση είναι η επιλογή μίας ομοιόμορφης ακολουθίας κόμβων η οποία συχνά οδηγεί στην κατα-
σκευή μίας αποδεκτής καμπύλης παρεμβολής. Στην περίπτωση όμως όπου τα σημεία παρεμβολής βρίσκονται
σχετικά κοντά μεταξύ τους, το αποτέλεσμα ενδέχεται να μην είναι ικανοποιητικό. Μία άλλη γνωστή παρα-
μετροποίηση είναι η παραμετροποίηση μήκους χορδής κατά την οποία οι αποστάσεις μεταξύ των κόμβων είναι
ανάλογες προς τις αποστάσεις των αντίστοιχων σημείων παρεμβολής. Έτσι, μετά την επιλογή του 𝑢0, οι άλλοι
κόμβοι ορίζονται ώστε να ισχύει:

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
𝑢𝑖+2 − 𝑢𝑖+1

= ‖𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖‖
‖𝑎𝑖+2 − 𝑎𝑖+1‖

.

Τέλος, μία άλλη συχνά χρησιμοποιούμενη παραμετροποίηση είναι η κεντρομόλος παραμετροποίηση κατά την
οποία οι αποστάσεις μεταξύ των κόμβων είναι ανάλογες προς την τετραγωνική ρίζα των αποστάσεων των
αντίστοιχων σημείων παρεμβολής. Έτσι, μετά την επιλογή του𝑢0, οι άλλοι κόμβοι επιλέγονται ώστε να ισχύει:

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖
𝑢𝑖+2 − 𝑢𝑖+1

= 
‖𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖‖
‖𝑎𝑖+2 − 𝑎𝑖+1‖


1/2

.

Ασκήσεις

9.5.1 Ας είναι 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ 𝔸3 και 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 ∈ ℝ με 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3. Αν 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3 είναι μία κυβική
καμπύλη τέτοια, ώστε 𝐹(𝑡𝑖) = 𝑎𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2, 3), τότε να εκφραστούν τα σημεία ελέγχου της μορφής του
Bézier της 𝐹 με τη βοήθεια των 𝑡1, 𝑡2 και 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3.

9.5.2 Ας είναι 𝑎0 = (1, 0, 0), 𝑎1 = (1, 0, 1), 𝑎2 = (1, 1, 0), 𝑎3 = (2, 1, 1) και 𝑡0 = 0, 𝑡1 = 2, 𝑡2 = 3, 𝑡3 = 5. Αν
𝐹 είναι η μοναδική κυβική καμπύλη με 𝐹(𝑡𝑖) = 𝑎𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2, 3), τότε να υπολογιστεί με τη χρήση του
αλγορίθμου του Aitken η τιμή 𝐹(4).

9.5.3 Ας είναι 𝑎0 = (1, −1, 0), 𝑎1 = (1, 0, 1), 𝑎2 = (1, 2, 1), 𝑎3 = (0, 1, 2) και 𝑡0 = 0, 𝑡1 = 1, 𝑡2 = 2, 𝑡3 = 3.
Να βρεθεί, με τη χρήση των πολυωνύμων του Lagrange, η μοναδική κυβική καμπύλη 𝐹 με 𝐹(𝑡𝑖) = 𝑎𝑖
(𝑖 = 0, 1, 2, 3). Κατόπιν, να υπολογιστούν τα σημεία ελέγχου του Bézier της 𝐹.

9.5.4 Ας είναι {𝐹0, … , 𝐹𝑛} μία βάση του διανυσματικού χώρουℝ𝑛[𝑡]. Aν 𝑎0, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝔸3 και 𝑡0, … , 𝑡𝑛 ∈ ℝ με
𝑡0 < … < 𝑡𝑛, τότε να δειχθεί ότι υπάρχει μοναδική πολυωνυμική καμπύλη βαθμού 𝑛, 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3, της
μορφής

𝐹(𝑡) =
𝑛

𝑖=0

𝐹𝑖(𝑡)𝑐𝑖,

όπου 𝑐0, … , 𝑐𝑛 ∈ 𝔸3, ώστε να ισχύει 𝐹(𝑡𝑖) = 𝑎𝑖 (𝑖 = 0,… , 𝑛).

9.5.5 Ας είναι 𝑎0, 𝑎1 ∈ 𝔸3 και 𝑢0, 𝑢1, 𝑣0, 𝑣1 ∈ ℝ3. Να δειχθεί ότι υπάρχει μία μοναδική καμπύλη πέμπτου
βαθμού 𝐹 ∶ 𝔸 → 𝔸3 τέτοια, ώστε να ισχύουν τα εξής:

𝐹(0) = 𝑎0, 𝐹(1) = 𝑎1, 𝐷𝐹(0) = 𝑢0,

𝐷𝐹(1) = 𝑢1, 𝐷2𝐹(0) = 𝑣0, 𝐷2𝐹(1) = 𝑣1

και να υπολογιστούν τα σημεία ελέγχου της μορφής του Bézier της 𝐹. Eπίσης, να δειχθεί ότι

𝐹(𝑡) = 𝑎0𝐻5
0(𝑡) + 𝑢0𝐻5

1(𝑡) + 𝑣0𝐻5
2(𝑡) + 𝑣1𝐻5

3(𝑡) + 𝑢1𝐻5
4(𝑡) + +𝑎1𝐻5

5(𝑡),
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όπου

𝐻5
0(𝑡) = 𝐵50(𝑡) + 𝐵51(𝑡) + 𝑏52(𝑡),

𝐻5
1(𝑡) = 1

5(𝐵
5
1(𝑡) + 2𝐵52(𝑡)),

𝐻5
2(𝑡) = 1

20𝐵
5
2(𝑡),

𝐻5
3(𝑡) = 1

20𝐵
5
3(𝑡),

𝐻5
4(𝑡) = −15(2𝐵

5
3(𝑡) + 𝐵54(𝑡)),

𝐻5
5(𝑡) = 𝐵53(𝑡) + 𝐵54(𝑡) + 𝐵55(𝑡).

Τα πολυώνυμα𝐻5
𝑖 (𝑡) καλούνται πολυώνυμα του𝐻𝑒𝑟𝑚𝑖𝑡𝑒 πέμπτου βαθμού.

9.5.6 Δίνονται τα σημεία 𝑎0 = (1, 0, 1), 𝑎1 = (1, 2, 1), 𝑎2 = (1, −1, 2), 𝑎3 = (1, −1, −1), 𝑎4 = (2, −1, 2) και οι
πραγματικοί αριθμοί 𝑡0 = 0, 𝑡1 = 2, 𝑡2 = 3, 𝑡3 = 5, 𝑡4 = 6. Να κατασκευαστεί μία κατά τμήματα κυβική
πολυωνυμική καμπύλη σε μορφή Hermite 𝐹 τέτοια, ώστε 𝐹(𝑡𝑖) = 𝑎𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4) της οποίας τα
τμήματα να ενώνονται με παραμετρική συνέχεια𝐶2 και οι εφαπτομένες στα ακραία σημεία να δίνονται
από την τετραγωνική συνθήκη.

9.5.7 Δίνονται τα σημεία 𝑎0 = (1, 0), 𝑎1 = (2, 1), 𝑎2 = (1, −1), 𝑎3 = (0, −1) και οι πραγματικοί αριθμοί 𝑡0 = 0,
𝑡1 = 2, 𝑡2 = 3, 𝑡3 = 5. Να κατασκευαστεί, με τη χρήση της συνοριακής συνθήκης του Bessel, μία
κυβική B-spline καμπύλη 𝐹 τέτοια, ώστε 𝐹(𝑡𝑖) = 𝑎𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2, 3).

9.5.8 Δίνονται τα σημεία 𝑎0 = (1, −1, 0), 𝑎1 = (2, 0, −1), 𝑎2 = (2, 1, 1), 𝑎3 = (1, −1, 2), 𝑎4 = (0, −1, 3)
και οι πραγματικοί αριθμοί 𝑢0 = 0, 𝑢1 = 2, 𝑢2 = 3, 𝑢3 = 5, 𝑢4 = 6. Να κατασκευαστεί, με τη
χρήση της τετραγωνικής συνοριακής συνθήκης μία κυβικήB-spline καμπύλη𝐹 τέτοια, ώστε𝐹(𝑢𝑖) = 𝑎𝑖
(𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4). Επίσης, να υπολογιστούν τα σημεία ελέγχου του Bézier των επιμέρους τμημάτων της
𝐹.

9.5.9 Δίνονται τα σημεία 𝑎0 = (0, −1, 0), 𝑎1 = (2, 0, 1), 𝑎2 = (1, 1, 1), 𝑎3 = (1, −1, 0), 𝑎4 = (0, 1, 1), 𝑎5 =
(1, −1, −1). Χρησιμοποιώντας την παραμετροποίηση μήκους χορδής, να κατασκευαστεί μία ακολουθία
κόμβων 𝑢0, … , 𝑢5 και στη συνέχεια μία κυβική B-spline καμπύλη 𝐹 με 𝐹(𝑢𝑖) = 𝑎𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4, 5).

9.5.10 Ας είναι 𝑎0 = (0, −1, −1), 𝑎1 = (1, −0, 1), 𝑎2 = (1, 1, −1), 𝑎3 = (1, −1, 0), 𝑎4 = 𝑎0 και 𝑢0 = 0, 𝑢1 = 2,
𝑢2 = 3, 𝑢3 = 5, 𝑢4 = 6. Να κατασκευαστεί μία κυκλική κυβική B-spline καμπύλη 𝐹 με 𝐹(𝑢𝑖) = 𝑎𝑖
(𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4).
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Σύνοψη
Σ’ αυτό το κεφάλαιο δίνουμε μία εισαγωγή στη μελέτη των πολυωνυμικών επιφανειών. Χαρακτηρίζουμε τις
επιφάνειες ως επιφάνειες ολικού βαθμού και διπολυωνυμικές επιφάνειες σε σχέση με τον τρόπο κατά τον οποίο
έχουμε ορίσει τις πολικές μορφές τους. Για τον καθένα από αυτούς τους δύο τρόπους παρουσιάζουμε μία εκ-
δοχή του αλγορίθμου του de Casteljau και του αλγορίθμου υποδιαίρεσης. Για περισσότερες πληροφορίες
σχετικά με τις επιφάνειες, ο αναγνώστης μπορεί να συμβουλευτεί τα συγγράμματα τα οποία παρατίθενται
στο τέλος του κεφαλαίου.

10.1 Επιφάνειες Ολικού Βαθμού σε Πολική Μορφή

Σ’ αυτή την ενότητα θα ορίσουμε τις επιφάνειες με τρόπο ανάλογο με αυτό που ορίσαμε τις πολυωνυμικές
καμπύλες στην Ενότητα 6.1. Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος πεπερασμένης διάστασης ≥ 3 και𝒫 = 𝔸2.

Ορισμός 10.1. Μία πολυωνυμική επιφάνεια ολικού βαθμού𝑚 σε πολική μορφή είναι μία ομοπαραλληλική πο-
λυωνυμική απεικόνιση 𝐹 ∶ 𝒫 → ℰ πολικού βαθμού𝑚. Το σύνολο 𝐹(𝒫) καλείται ίχνος της 𝐹.

Παράδειγμα 10.1. Θεωρούμε την απεικόνιση

𝐹 ∶ 𝒫 ⟶𝔸3, (𝑥, 𝑦)⟼ (𝑥, 𝑦, 𝑥2 − 𝑦2).

Ηαπεικόνιση αυτή είναι μία πολυωνυμική επιφάνεια ολικού βαθμού 2 σε πολική μορφή. Πράγματι, η απεικό-
νιση

𝑓 ∶ 𝒫 2 ⟶𝔸3, ((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)) ⟼ 𝑥1 + 𝑥2
2 , 𝑦1 + 𝑦22 , 𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2

είναι μία συμμετρική, 2-ομοπαραλληλική απεικόνιση τέτοια, ώστε για κάθε (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒫 ισχύει:

𝑓((𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦)) = 𝐹(𝑥, 𝑦).

Δόσπρα Π. και Πουλάκης Δ. (2022). «Ομοπαραλληλικοί Χώροι και ΓεωμετρικήΜοντελοποίηση».
Αθήνα: Κάλλιπος, Ανοικτές Ακαδημαϊκές Εκδόσεις. https://www.kallipos.gr/images/kalliposplus/A4/XelatexGuide.pdf
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Άρα, η 𝐹 είναι μία πολυωνυμική επιφάνεια πολικού βαθμού 2 η οποία καλείται υπερβολικό παραβολοειδές.
Όπως, μπορούμε εύκολα να δούμε, το ίχνος της 𝐹 είναι το σύνολο των σημείων (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝔸3 τα οποία επαλη-
θεύουν την εξίσωση

𝑧 = 𝑥2 − 𝑦2.

Σχήμα 10.1:Η επιφάνεια υπερβολικό παραβολοειδές του Παραδείγματος 10.1

Ορισμός 10.2. Καλούμε τρίγωνο αναφοράς του𝒫 κάθε ομοπαραλληλικό πλαίσιο (𝑟, 𝑠, 𝑡) του𝒫 και το συμ-
βολίζουμε με △𝑟𝑠𝑡.

Ας είναι 𝐹 ∶ 𝒫 → ℰ μία πολυωνυμική επιφάνεια ολικού βαθμού 𝑚 σε πολική μορφή. Τότε, υπάρχει μία
συμμετρική𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση

𝑓 ∶ 𝒫𝑚 ⟶ℰ

τέτοια, ώστε για κάθε 𝑥 ∈ 𝒫 να ισχύει
𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥, … , 𝑥).

Ας είναι △𝑟𝑠𝑡 ένα τρίγωνο αναφοράς του𝒫 και 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ 𝒫 . Για κάθε 𝑖 = 1, … ,𝑚 υπάρχει (𝜆𝑖, 𝜇𝑖, 𝜈𝑖) ∈
ℝ3 με 𝜆𝑖 + 𝜇𝑖 + 𝜈𝑖 = 1 έτσι, ώστε

𝑎𝑖 = 𝜆𝑖𝑟 + 𝜇𝑖𝑠 + 𝜈𝑖𝑡.

Τότε, καθώς η 𝑓 είναι πολυομοπαραλληλική, έχουμε:

𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) = 𝑓(𝜆1𝑟 + 𝜇1𝑠 + 𝜈1𝑡, … , 𝜆𝑚𝑟 + 𝜇𝑚𝑠 + 𝜈𝑚𝑡)
= 𝜆1𝑓(𝑟, 𝜆2𝑟 + 𝜇2𝑠 + 𝜈2𝑡, … , 𝜆𝑚𝑟 + 𝜇𝑚𝑠 + 𝜈𝑚𝑡)

+𝜇1𝑓(𝑠, 𝜆2𝑟 + 𝜇2𝑠 + 𝜈2𝑡, … , 𝜆𝑚𝑟 + 𝜇𝑚𝑠 + 𝜈𝑚𝑡)
+𝜈1𝑓(𝑡, 𝜆2𝑟 + 𝜇2𝑠 + 𝜈2𝑡, … , 𝜆𝑚𝑟 + 𝜇𝑚𝑠 + 𝜈𝑚𝑡).

Συνεχίζοντας με αυτό τον τρόπο, η πολυομoπαραλληλικότητα και η συμμετρία της 𝑓 δίνουν:

𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) = 
𝛼+𝛽+𝛾=𝑚

𝛼,𝛽,𝛾∈{0,…,𝑚}

𝑐𝛼,𝛽,𝛾(𝑎1, … , 𝑎𝑚) 𝑓(𝑟, … , 𝑟
𝛼

, 𝑠, … , 𝑠
𝛽

, 𝑡, … , 𝑡
𝛾

),

όπου

𝑐𝛼,𝛽,𝛾(𝑎1, … , 𝑎𝑚) = 
𝐼∪𝐽∪𝐾={1,…,𝑚}
|𝐼|=𝛼,|𝐽|=𝛽,|𝐾|=𝛾


𝑖∈𝐼

𝜆𝑖
𝑗∈𝐽

𝜇𝑗
𝑘∈𝐾

𝜈𝑘.
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Οι συντελεστές 𝑐𝛼,𝛽,𝛾(𝑎1, … , 𝑎𝑚) ορίζουν συμμετρικές𝑚-ομοπαραλληλικές απεικονίσεις 𝑐𝛼,𝛽,𝛾 ∶ 𝒫𝑚 → ℝ.
Η συμμετρία αυτών των απεικονίσεων είναι προφανής. Θα δείξουμε ότι είναι 𝑚-ομοπαραλληλικές απεικονί-
σεις. Πρώτα παρατηρούμε ότι

𝑐𝛼,𝛽,𝛾(𝑎1, … , 𝑎𝑚) = 𝐴𝛼,𝛽,𝛾𝜆1 + 𝐵𝛼,𝛽,𝛾𝜇1 + Γ𝛼,𝛽,𝛾𝜈1,

όπουοι τιμές𝐴𝛼,𝛽,𝛾,𝐵𝛼,𝛽,𝛾,Γ𝛼,𝛽,𝛾 είναι συναρτήσεις των𝜆𝑖,𝜇𝑖,𝜈𝑖 (𝑖 = 2,… ,𝑚) (και επομένως των𝑎2, … , 𝑎𝑚, 𝑟, 𝑠, 𝑡).
Ας είναι (𝑢𝑗, 𝛾𝑗) (𝑗 = 1, … , 𝑘) βεβαρημένα σημεία του𝒫 με 𝑢𝑗 = 𝜎𝑗𝑟 + 𝜏𝑗𝑠 + 𝜐𝑗𝑡 και 𝛾1 +⋯+𝛾𝑘 = 1. Συμβολί-
ζουμε με 𝑔 το βαρύκεντρό τους. Από την Πρόταση 1.15 έπεται ότι οι βαρυκεντρικές συντεταγμένες του 𝑔 ως
προς το △𝑟𝑠𝑡 είναι η τριάδα ⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑘

𝑗=1

𝛾𝑗𝜎𝑗,
𝑘

𝑗=1

𝛾𝑗𝜏𝑗,
𝑘

𝑗=1

𝛾𝑗𝜐𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Επομένως, έχουμε:

𝑐𝛼,𝛽,𝛾(𝑔, 𝑎2, … , 𝑎𝑚) = 𝐴𝛼,𝛽,𝛾
𝑘

𝑗=1

𝛾𝑗𝜎𝑗 + 𝐵𝛼,𝛽,𝛾
𝑘

𝑗=1

𝛾𝑗𝜏𝑗 + Γ𝛼,𝛽,𝛾
𝑘

𝑗=1

𝛾𝑗𝜐𝑗

=
𝑘

𝑗=1

𝛾𝑗(𝐴𝛼,𝛽,𝛾𝜎𝑗 + 𝐵𝛼,𝛽,𝛾𝜏𝑗 + Γ𝛼,𝛽,𝛾𝜐𝑗)

=
𝑘

𝑗=1

𝛾𝑗𝑐𝛼,𝛽,𝛾(𝑢𝑗, 𝑎2, … , 𝑎𝑚).

Επομένως, η αντιστοιχία 𝑎1 ↦ 𝑐𝛼,𝛽,𝛾(𝑎1, … , 𝑎𝑚) ορίζει μία ομοπαραλληλική απεικόνιση από 𝒫 στο ℝ. Με
τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι αυτό συμβαίνει και με τις άλλες μεταβλητές. Άρα, η απεικόνιση 𝑐𝛼,𝛽,𝛾 είναι
𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση.

Η τιμή
𝑓(𝑟, … , 𝑟

𝛼

, 𝑠, … , 𝑠
𝛽

, 𝑡, … , 𝑡
𝛾

)

εμφανίζεται στο άθροισμα


𝑚

𝛼, 𝛽, 𝛾
= 𝑚!
𝛼!𝛽!𝛾!

φορές. Οπότε, για κάθε 𝑎 ∈ 𝒫 , με 𝑎 = 𝜆𝑟 + 𝜇𝑠 + 𝜈𝑡 και 𝜆 + 𝜇 + 𝜈 = 1, έχουμε:

𝐹(𝑎) = 𝑓(𝑎, … , 𝑎) = 
𝑖+𝑗+𝑘=𝑚

𝑚!
𝑖!𝑗!𝑘! 𝜆

𝑖𝜇𝑗𝜈𝑘 𝑓(𝑟, … , 𝑟
𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

).

Ορισμός 10.3. Τα πολυώνυμα της μορφής

𝐵𝑚𝑖,𝑗,𝑘(𝑈,𝑉, 𝑇) =
𝑚!
𝑖!𝑗!𝑘! 𝑈

𝑖𝑉𝑗𝑇𝑘,

με 𝑖+𝑗+𝑘 = 𝑚, καλούνταιπολυώνυμα του 𝐵𝑒𝑟𝑛𝑠𝑡𝑒𝑖𝑛.Tα (𝑚+1)(𝑚+2)/2σημεία τηςμορφής𝑓(𝑟, … , 𝑟, 𝑠, … , 𝑠, 𝑡, … , 𝑡)
καλούνται σημεία ελέγχου της επιφάνειας 𝐹 ως προς το τρίγωνο αναφοράς △𝑟𝑠𝑡.

Ας θεωρήσουμε τώρα το σύνολο

Δ𝑚 = {(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℕ3/ 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 = 𝑚}.
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Ορισμός 10.4. Μία οικογένεια σημείων του ℰ ,𝒩 = (𝑏𝑖,𝑗,𝑘)(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚 , καλείται τριγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθ-
μού𝑚.

Ας σημειωθεί ότι ένα τριγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού𝑚 περιέχει ακριβώς (𝑚 + 1)(𝑚 + 2)/2 σημεία.
Ας είναι (𝑏𝑖,𝑗,𝑘)(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚 ένα τριγωνικό δίκτυο ελέγχου του ℰ . Για κάθε𝑚-άδα σημείων (𝑎1, … , 𝑎𝑚) ∈ ℰ 𝑚 με

𝑎𝑖 = 𝜆𝑖𝑟 + 𝜇𝑖𝑠 + 𝜈𝑖𝑡, όπου 𝜆𝑖, 𝜇𝑖, 𝜈𝑖 ∈ ℝ με 𝜆𝑖 + 𝜇𝑖 + 𝜈𝑖 = 1, θέτουμε:

𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) = 
𝛼+𝛽+𝛾=𝑚

𝛼,𝛽,𝛾∈{0,…,𝑚}

𝑐𝛼,𝛽,𝛾(𝑎1, … , 𝑎𝑚) 𝑏𝛼,𝛽,𝛾.

Καθώς


𝛼+𝛽+𝛾=𝑚

𝛼,𝛽,𝛾∈{0,…,𝑚}

𝑐𝛼,𝛽,𝛾(𝑎1, … , 𝑎𝑚) =
𝑚

𝑗=1
(𝜆𝑗 + 𝜇𝑗 + 𝜈𝑗) = 1,

το 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) είναι ένας βαρυκεντρικός συνδυασμός των σημείων 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 και κατά συνέπεια ένα σημείο τουℰ .
Έτσι, ορίζουμε μία απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝒫𝑚 → ℰ . Παρατηρούμε αμέσως ότι η 𝑓 είναι συμμετρική. Στη συνέχεια,
χρησιμοποιούμε την πολυομοπαραλληλικότητα των απεικονίσεων 𝑐𝛼,𝛽,𝛾 και αποδεικνύουμε ότι η απεικόνιση 𝑓
είναι𝑚-ομοπαραλληλική, όπως κάναμε και στην αντίστοιχη περίπτωση για τις πολυωνυμικές καμπύλες στην
Ενότητα 6.1. Έτσι, έχουμε την πολυωνυμική επιφάνεια πολικού βαθμού𝑚, 𝐹 ∶ 𝒫 → ℰ , με

𝐹(𝑎) = 𝑓(𝑎, … , 𝑎) = 
(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚

𝐵𝑚𝑖,𝑗,𝑘(𝜆, 𝜇, 𝜈) 𝑏𝑖,𝑗,𝑘,

για κάθε 𝑎 = 𝜆𝑟 + 𝜇𝑠 + 𝜈𝑡 (όπου 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ ℝ με 𝜆 + 𝜇 + 𝜇 = 1).
Συνοψίζουμε τα παραπάνω στην επόμενη πρόταση:

Πρόταση 10.1. Ας είναι △𝑟𝑠𝑡 ένα τρίγωνο αναφοράς του 𝒫 . Αν 𝑓 ∶ 𝒫𝑚 → ℰ είναι μία συμμετρική 𝑚-
ομοπαραλληλική απεικόνιση, τότε, για κάθε (𝑎1, … , 𝑎𝑚) ∈ 𝒫𝑚, έχουμε:

𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) = 
𝛼+𝛽+𝛾=𝑚

𝛼,𝛽,𝛾∈{0,…,𝑚}

𝑐𝛼,𝛽,𝛾(𝑎1, … , 𝑎𝑚) 𝑏𝛼,𝛽,𝛾,

όπου
𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑓(𝑟, … , 𝑟

𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

).

Αντιστρόφως, αν (𝑏𝑖,𝑗,𝑘)(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚 είναι ένα τριγωνικό δίκτυο ελέγχου τουℰ , τότε, υπάρχει μία μοναδική συμμετρική
𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝒫𝑚 → ℰ τέτοια, ώστε

𝑓(𝑟, … , 𝑟
𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

) = 𝑏𝑖,𝑗,𝑘.

Η αντίστοιχη πολυωνυμική επιφάνεια ολικού βαθμού𝑚 σε πολική μορφή, 𝐹 ∶ 𝒫 → ℰ , ορίζεται από τη σχέση

𝐹(𝑎) = 𝑓(𝑎, … , 𝑎) = 
(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚

𝐵𝑚𝑖,𝑗,𝑘(𝜆, 𝜇, 𝜈) 𝑏𝑖,𝑗,𝑘,

για κάθε 𝑎 = 𝜆𝑟 + 𝜇𝑠 + 𝜈𝑡 με 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ ℝ και 𝜆 + 𝜇 + 𝜇 = 1.
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Παράδειγμα 10.2. Η τριάδα σημείων (𝐸0, 𝐸1, 𝐸2), όπου 𝐸0 = (0, 0), 𝐸1 = (1, 0), 𝐸2 = (0, 1), αποτελεί ένα
τρίγωνο αναφοράς του𝒫 . Τα σημεία

𝑏2,0,0 = (1, 0, 1), 𝑏0,2,0 = (1, 1, 1), 𝑏0,0,2 = (0, 0, 1),

𝑏1,1,0 = (2, −1, 1), 𝑏1,0,1 = (1, 1, −1), 𝑏0,1,1 = (1, 0, 2)

αποτελούν ένα τριγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού 2 του 𝔸3. Η αντίστοιχη πολυωνυμική επιφάνεια του 𝔸3

που αντιστοιχεί σε αυτό δίνεται από τη σχέση

𝐹(𝑢, 𝑣) = 
(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ2

𝐵2𝑖,𝑗,𝑘(1 − 𝑢 − 𝑣, 𝑢, 𝑣) 𝑏𝑖,𝑗,𝑘,

ή πιο αναλυτικά

𝐹(𝑢, 𝑣) = (−2𝑢2 − 𝑣2 − 2𝑢𝑣 − 2𝑢 + 1, 3𝑢2 − 2𝑣2 − 2𝑢 + 2𝑣, 4𝑣2 + 6𝑢𝑣 − 4𝑣 + 1).

Στη συνέχεια δίνουμε έναν χαρακτηρισμό των πολυωνυμικών επιφανειών ανάλογο με αυτόν που δώσαμε
για τις πολυωνυμικές καμπύλες στο Θεώρημα 6.2.

Θεώρημα 10.1. Ας είναι ℰ ένας ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 𝑛 ≥ 3 και (𝑎0, … , 𝑎𝑛+1) ένα ομοπαραλ-
ληλικό πλαίσιό του. Θέτουμε �⃗�𝑖 = 𝑎0𝑎𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛). Η απεικόνιση 𝐹 ∶ 𝒫 → ℰ ορίζει μία πολυωνυμική
επιφάνεια πολικού βαθμού 𝑚, αν και μόνον αν, υπάρχουν πολυώνυμα 𝐹𝑖(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ[𝑥, 𝑦] (𝑖 = 1, … , 𝑛) με 𝑚 ≥
max{deg 𝐹1, … ,deg 𝐹𝑛} έτσι, ώστε για κάθε (𝑢, 𝑣) ∈ 𝒫 να ισχύει:

𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑎0 + 𝐹1(𝑢, 𝑣)⃗𝑒1 +⋯+ 𝐹𝑛(𝑢, 𝑣)⃗𝑒𝑛.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν 𝐹𝑖(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ[𝑥, 𝑦] (𝑖 = 1, … , 𝑛) με𝑚 ≥ max{deg 𝐹1, … ,deg 𝐹𝑛} έτσι,
ώστε για κάθε (𝑢, 𝑣) ∈ 𝒫 να ισχύει:

𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑎0 + 𝐹1(𝑢, 𝑣)⃗𝑒1 +⋯+ 𝐹𝑛(𝑢, 𝑣)⃗𝑒𝑛.

Σύμφωνα με την Πρόταση 6.4, για κάθε 𝑖 = 1, … , 𝑛 υπάρχει μία συμμετρική 𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση
𝑓𝑖 ∶ 𝒫𝑚 →𝔸 τέτοια, ώστε

𝐹𝑖(𝑧) = 𝑓𝑖(𝑧, … , 𝑧), για κάθε 𝑧 ∈ 𝒫 .

Θεωρούμε την απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝒫𝑚 → ℰ η οποία ορίζεται από τη σχέση:

𝑓(𝑧1, … , 𝑧𝑚) = 𝑎0 + 𝑓1(𝑧1, … , 𝑧𝑚)⃗𝑒1 +⋯+ 𝑓𝑛(𝑧1, … , 𝑧𝑚)⃗𝑒𝑛,

για κάθε (𝑧1, … , 𝑧𝑚) ∈ 𝒫𝑚. Καθώς οι απεικονίσεις 𝑓𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛) είναι συμμετρικές, η απεικόνιση 𝑓 είναι
επίσης συμμετρική. Επιπλέον, ισχύει:

𝐹(𝑧) = 𝑓(𝑧, … , 𝑧), για κάθε 𝑧 ∈ 𝒫 .

Επίσης, αποδεικνύεται ότι η 𝑓 είναι 𝑚-ομοπαραλληλική με τον ίδιο τρόπο όπως και η αντίστοιχη απεικόνιση
στοΘεώρημα 6.2 όπου μελετήθηκε η περίπτωση των πολυωνυμικών καμπυλών. Άρα, η απεικόνιση 𝐹 ∶ 𝒫 →
ℰ ορίζει μία πολυωνυμική επιφάνεια πολικού βαθμού𝑚.

Αντιστρόφως, ας υποθέσουμε ότι η απεικόνιση 𝐹 ∶ 𝒫 → ℰ ορίζει μία πολυωνυμική επιφάνεια πολικού
βαθμού 𝑚. Τότε, υπάρχει μία συμμετρική 𝑚-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝒫𝑚 → ℰ τέτοια, ώστε να
ισχύει

𝐹(𝑧) = 𝑓(𝑧, … , 𝑧), για κάθε 𝑧 ∈ 𝒫 .
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Ας είναι 𝑧 = (𝑢, 𝑣) ∈ 𝒫 . Θεωρούμε το ομοπαραλληλικό πλαίσιο 𝑟 = (0, 0), 𝑠 = (1, 0), 𝑡 = (0, 1) του𝒫 . Tότε
𝑧 = (1 − 𝑢 − 𝑣)𝑟 + 𝑢𝑠 + 𝑣𝑡 και επομένως, σύμφωνα με την Πρόταση 10.1, ισχύει:

𝐹(𝑧) = 
(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚

𝐵𝑚𝑖,𝑗,𝑘(1 − 𝑢 − 𝑣, 𝑢, 𝑣) 𝑏𝑖,𝑗,𝑘,

όπου
𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑓(𝑟, … , 𝑟

𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

).

Γράφουμε:
𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑎0 + 𝑏

(1)
𝑖,𝑗,𝑘�⃗�1 +⋯+ 𝑏(𝑛)𝑖,𝑗,𝑘�⃗�𝑛,

όπου 𝑏(1)𝑖,𝑗,𝑘, … , 𝑏
(𝑛)
𝑖,𝑗,𝑘 ∈ ℝ και (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ Δ𝑚. Έτσι, παίρνουμε:

𝐹(𝑧) = 𝑎0 + 
(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚

𝐵𝑚𝑖,𝑗,𝑘(1 − 𝑢 − 𝑣, 𝑢, 𝑣)(𝑏
(1)
𝑖,𝑗,𝑘�⃗�1 +⋯+ 𝑏(𝑛)𝑖,𝑗,𝑘�⃗�𝑛)

= 𝑎0 +
𝑛

𝑙=1

 
(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚

𝐵𝑚𝑖,𝑗,𝑘(1 − 𝑢 − 𝑣, 𝑢, 𝑣) 𝑏
(𝑙)
𝑖,𝑗,𝑘𝑒𝑙.

Οπότε, έχουμε:

𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑎0 +
𝑛

𝑙=1

𝐹𝑖(𝑢, 𝑣) �⃗�𝑙,

όπου
𝐹𝑖(𝑥, 𝑦) = 

(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚
𝐵𝑚𝑖,𝑗,𝑘(1 − 𝑥 − 𝑦, 𝑥, 𝑦) 𝑏

(𝑙)
𝑖,𝑗,𝑘.

Καθώς ισχύει deg𝐵𝑚𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑚, έχουμε deg 𝐹𝑖 ≤ 𝑚.

Πόρισμα 10.1. Οι πολυωνυμικές επιφάνειες ολικού βαθμού𝑚 σε πολική μορφή στο𝔸𝑛 (𝑛 ≥ 3) δίνονται από τις
απεικονίσεις

𝐹 ∶ 𝒫 ⟶𝔸𝑛, (𝑢, 𝑣)⟼ (𝑝1(𝑢, 𝑣), … , 𝑝𝑛(𝑢, 𝑣)),

όπου 𝑝𝑖(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ[𝑢, 𝑣] με deg 𝑝𝑖 ≤ 𝑚 (𝑖 = 1,… , 𝑛).

Σχήμα 10.2:Η επιφάνεια του 𝐸𝑛𝑛𝑒𝑝𝑒𝑟.
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Παράδειγμα 10.3. Η πολυωνυμική επιφάνεια

𝐹 ∶ 𝒫 ⟶𝔸3, (𝑢, 𝑣)⟼ (𝑢 + 𝑢𝑣2 − 𝑣
3

3 , 𝑣 + 𝑣𝑢
2 − 𝑢

3

3 , 𝑢
2 − 𝑣2)

είναι γνωστή ως επιφάνεια του 𝐸𝑛𝑛𝑒𝑝𝑒𝑟. Θεωρούμε τα ομογενή πολυώνυμα

𝑓1((𝑢1, 𝑣1), (𝑢2, 𝑣2), (𝑢3, 𝑣3)) =
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3

3 − 𝑢1𝑢2𝑢33 + 𝑢1𝑣2𝑣3 + 𝑢2𝑣1𝑣3 + 𝑢3𝑣1𝑣2
3 ,

𝑓2((𝑢1, 𝑣1), (𝑢2, 𝑣2), (𝑢3, 𝑣3)) =
𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3

3 − 𝑣1𝑣2𝑣33 + 𝑣1𝑢2𝑢3 + 𝑣2𝑢1𝑢3 + 𝑣3𝑢1𝑢2
3 ,

και
𝑓3((𝑢1, 𝑣1), (𝑢2, 𝑣2), (𝑢3, 𝑣3)) =

𝑢1𝑢2 + 𝑢1𝑢3 + 𝑢2𝑢3
3 − 𝑣1𝑣2 + 𝑣1𝑣3 + 𝑣2𝑣33 .

Η πολική μορφή της 𝐹 είναι η συμμετρική 3-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝒫 3 →𝔸3 με

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧)), για κάθε (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝒫 3.

Θεωρούμε το τρίγωνο αναφοράς △𝑟𝑠𝑡, όπου 𝑟 = (1, 0), 𝑠 = (0, 1) και 𝑡 = (0, 0). Τα σημεία ελέγχου της
επιφάνειας του Enneper ως προς το △𝑟𝑠𝑡 είναι τα εξής:

𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑟) = (23 , 0, 1), 𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑠) = (
2
3 ,
2
3 ,
1
3), 𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑡) = (

2
3 , 0,

1
3),

𝑓(𝑟, 𝑡, 𝑡) = ( 13 , 0, 0), 𝑓(𝑟, 𝑠, 𝑡) = (
1
3 ,
1
3 , 0), 𝑓(𝑟, 𝑠, 𝑠) = (

2
3 ,
2
3 , −

1
3),

𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑡) = (0, 0, 0), 𝑓(𝑠, 𝑡, 𝑡) = (0, 13 , 0), 𝑓(𝑠, 𝑠, 𝑡) = (0,
2
3 , −

1
3),

𝑓(𝑠, 𝑠, 𝑠) = (−13 , 1, −1).

10.2 Αλγόριθμος του 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑠𝑡𝑒𝑙𝑗𝑎𝑢 για Επιφάνειες Ολικού Βαθμού

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε τον αλγόριθμο του de Casteljau για την περίπτωση των επιφανειών
ολικού βαθμού. Ας είναι △𝑟𝑠𝑡 ένα τρίγωνο αναφοράς του𝒫 και (𝑏𝑖,𝑗,𝑘)(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚 ένα τριγωνικό δίκτυο ελέγχου
του ℰ . Τότε, σύμφωνα με την Πρόταση 10.1, υπάρχει μία μοναδική συμμετρική 𝑚-ομοπαραλληλική απεικό-
νιση 𝑓 ∶ 𝒫𝑚 → ℰ τέτοια, ώστε

𝑓(𝑟, … , 𝑟
𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

) = 𝑏𝑖,𝑗,𝑘.

Ας είναι 𝐹 ∶ 𝒫 → ℰ η πολυωνυμική επιφάνεια ολικού βαθμού 𝑚 σε πολική μορφή της οποίας η αντίστοιχη
𝑚-πολική μορφή είναι η 𝑓.

Ο αλγόριθμος του de Casteljau, όπως και στην περίπτωση των καμπυλών, χρησιμοποιεί ένα τρίγωνο ανα-
φοράς του𝒫 και ένα τριγωνικό δίκτυο ελέγχου του ℰ για να υπολογίσει το σημείο 𝐹(𝑎) της επιφάνειας, για
κάθε 𝑎 ∈ 𝒫 .

Για την καλύτερη κατανόηση της λειτουργίας του αλγορίθμου, θα τον περιγράψουμε πρώτα για την περί-
πτωση𝑚 = 2.
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10.2.1 Η Περίπτωση 𝑚 = 2

Ας είναι 𝑎 ∈ 𝒫 με 𝑎 = 𝜆𝑟 +𝜇𝑠 + 𝜈𝑡, όπου 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ ℝ και 𝜆+𝜇+ 𝜈 = 1. Θα υπολογίσουμε το σημείο 𝐹(𝑎). Tα
σημεία ελέγχου 𝑓(𝑟, 𝑟) = 𝑏2,0,0, 𝑓(𝑟, 𝑠) = 𝑏1,1,0, 𝑓(𝑠, 𝑠) = 𝑏0,2,0, 𝑓(𝑟, 𝑡) = 𝑏1,0,1, 𝑓(𝑠, 𝑡) = 𝑏0,1,1, 𝑓(𝑡, 𝑡) = 𝑏0,0,2,
είναι γνωστά και επομένως μπορούμε να υπολογίσουμε:

𝑓(𝑎, 𝑟) = 𝑓(𝜆𝑟 + 𝜇𝑠 + 𝜈𝑡, 𝑟) = 𝜆𝑓(𝑟, 𝑟) + 𝜇𝑓(𝑠, 𝑟) + 𝜈𝑓(𝑡, 𝑟),

𝑓(𝑎, 𝑠) = 𝑓(𝜆𝑟 + 𝜇𝑠 + 𝜈𝑡, 𝑠) = 𝜆𝑓(𝑟, 𝑠) + 𝜇𝑓(𝑠, 𝑠) + 𝜈𝑓(𝑡, 𝑠),

𝑓(𝑎, 𝑡) = 𝑓(𝜆𝑟 + 𝜇𝑠 + 𝜈𝑡, 𝑡) = 𝜆𝑓(𝑟, 𝑡) + 𝜇𝑓(𝑠, 𝑡) + 𝜈𝑓(𝑡, 𝑡).

Στη συνέχεια, υπολογίζουμε:

𝑓(𝑎, 𝑎) = 𝑓(𝑎, 𝜆𝑟 + 𝜇𝑠 + 𝜈𝑡) = 𝜆𝑓(𝑎, 𝑟) + 𝜇𝑓(𝑎, 𝑠) + 𝜈𝑓(𝑎, 𝑡).

Έτσι, προκύπτει το σημείο 𝐹(𝑎) = 𝑓(𝑎, 𝑎).

Σχήμα 10.3: Ο αλγόριθμος του 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑠𝑡𝑒𝑙𝑗𝑎𝑢 για𝑚 = 2.

Παράδειγμα10.4. Ας είναι 𝑟 = (1, 1), 𝑠 = (1, 2), 𝑡 = (2, 1). Εύκολα επαληθεύουμε ότι η τριάδα (𝑟, 𝑠, 𝑡) είναι ένα
τρίγωνο αναφοράς του𝒫 . Θεωρούμε το τριγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού 2 του𝔸3 το οποίο αποτελείται
από τα εξής σημεία:

𝑏2,0,0 = (1, 1, 0), 𝑏1,1,0 = (1, 3/2, −1), 𝑏0,2,0 = (1, 2, −3),

𝑏1,0,1 = (3/2, 1, 1), 𝑏0,1,1 = (3/2, 3/2, 0), 𝑏0,0,2 = (2, 1, 3).

Ας είναι 𝑓 ∶ 𝒫 2 →𝔸3 η μοναδική συμμετρική 2-ομοπαραλληλική απεικόνιση τέτοια, ώστε

𝑓(𝑟, 𝑟) = (1, 1, 0), 𝑓(𝑟, 𝑠) = (1, 3/2, −1), 𝑓(𝑟, 𝑡) = (3/2, 1, 1),

𝑓(𝑠, 𝑠) = (1, 2, −3), 𝑓(𝑠, 𝑡) = (3/2, 3/2, 0), 𝑓(𝑡, 𝑡) = (2, 1, 3),

και 𝐹 ∶ 𝒫 → ℰ η πολυωνυμική επιφάνεια πολικού βαθμού 2 της οποίας η αντίστοιχη 2-πολική μορφή είναι
η 𝑓. Θα χρησιμοποιήσουμε τον αλγόριθμο του de Casteljau για να υπολογίσουμε την τιμή 𝐹(𝑎) στο σημείο
𝑎 = (3, 2).

Γράφουμε το 𝑎 ως ομοπαραλληλικό συνδυασμό των 𝑟, 𝑠 και 𝑡:

𝑎 = (3, 2) = −2(1, 1) + (1, 2) + 2(2, 1) = −2𝑟 + 𝑠 + 2𝑡.
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Υπολογίζουμε:
𝑓(𝑎, 𝑟) = −2𝑓(𝑟, 𝑟) + 𝑓(𝑠, 𝑟) + 2𝑓(𝑡, 𝑟) = (2, 3/2, 1),

𝑓(𝑎, 𝑠) = −2𝑓(𝑟, 𝑠) + 𝑓(𝑠, 𝑠) + 2𝑓(𝑡, 𝑠) = (2, 2, −1),

𝑓(𝑎, 𝑡) = −2𝑓(𝑟, 𝑡) + 𝑓(𝑠, 𝑡) + 2𝑓(𝑡, 𝑡) = (5/2, 3/2, 4).

Τέλος, υπολογίζουμε:
𝐹(𝑎) = −2𝑓(𝑎, 𝑟) + 𝑓(𝑎, 𝑠) + 2𝑓(𝑎, 𝑡) = (3, 2, 5).

10.2.2 Η Γενική Περίπτωση

Στη συνέχεια δίνουμε τον αλγόριθμο του de Casteljau στη γενική περίπτωση.

Αλγόριθμος 10.1. Αλγόριθμος του de Casteljau.
Είσοδος:Ένα τρίγωνο αναφοράς△𝑟𝑠𝑡 του𝒫 , ένα τριγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού𝑚, (𝑏𝑖,𝑗,𝑘)(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚 , και ένα
σημείο 𝑎 = 𝜆𝑟 + 𝜇𝑠 + 𝜈𝑡 του𝒫 .
Έξοδος:Το σημείο 𝐹(𝑎).

1. Θέτουμε 𝑏0𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑏𝑖,𝑗,𝑘, (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ Δ𝑚.

2. Για κάθε 𝑙 = 1, … ,𝑚, παίρνουμε 𝑖 = 0,… ,𝑚 − 𝑙, 𝑗 = 0,… ,𝑚 − 𝑙 − 𝑖 και 𝑘 = 𝑚 − 𝑙 − 𝑖 − 𝑗.

3. Υπολογίζουμε: 𝑏𝑙𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜆𝑏𝑙−1𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝜇𝑏𝑙−1𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝜈𝑏𝑙−1𝑖,𝑗,𝑘+1.

4. Eξάγουμε το σημείο 𝑏𝑚0,0,0.

Απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου.Θα δείξουμε ότι για κάθε 𝑙 ∈ {0, … ,𝑚} και 𝑖, 𝑗, 𝑘 με 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 = 𝑚 − 𝑙
ισχύει

𝑏𝑙𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑓(𝑎, … , 𝑎
𝑙

, 𝑟, … , 𝑟
𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

).

Για 𝑙 = 1 έχουμε 𝑖, 𝑗, 𝑘 με 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 = 𝑚 − 1 και επομένως ισχύει:

𝑏1𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜆𝑏0𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝜇𝑏0𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝜈𝑏0𝑖,𝑗,𝑘+1 = 𝜆𝑓(𝑟, … , 𝑟
𝑖+1

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

)+

𝜇𝑓(𝑟, … , 𝑟
𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗+1

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

) + 𝜈𝑓(𝑟, … , 𝑟
𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘+1

) =

𝑓(𝑎, 𝑟, … , 𝑟
𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

).

Υποθέτουμε ότι για 𝑙 = 𝑛 και κάθε 𝑖, 𝑗, 𝑘 με 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 = 𝑚 − 𝑛 ισχύει:

𝑏𝑛𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑓(𝑎, … , 𝑎
𝑛

, 𝑟, … , 𝑟
𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

).
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Ας είναι 𝑙 = 𝑛+1 και 𝑖, 𝑗, 𝑘 με 𝑖+ 𝑗+𝑘 = 𝑚−𝑛−1. Τότε, χρησιμοποιώντας την υπόθεση της επαγωγής, έχουμε:

𝑏𝑛+1𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜆𝑏𝑛𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝜇𝑏𝑛𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝜈𝑏𝑛𝑖,𝑗,𝑘+1
= 𝜆𝑓(𝑎, … , 𝑎, 𝑟, … , 𝑟

𝑖+1

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

)

+𝜇𝑓(𝑎, … , 𝑎, 𝑟, … , 𝑟
𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗+1

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

)

+𝜈𝑓(𝑎, … , 𝑎, 𝑟, … , 𝑟
𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘+1

)

= 𝑓(𝑎, … , 𝑎
𝑛+1

, 𝑟, … , 𝑟
𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

).

Επομένως, η προς απόδειξη ισότητα ισχύει. Παίρνοντας 𝑙 = 𝑚 έχουμε:

𝑏𝑚0,0,0 = 𝑓(𝑎, … , 𝑎).

Παράδειγμα 10.5. Θεωρούμε το τρίγωνο αναφοράς △𝑟𝑠𝑡 του𝒫 , με 𝑟 = (0, 0), 𝑠 = (1, 0), 𝑡 = (0, 1) και το
τριγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού 3 του𝔸3 το οποίο αποτελείται από τα εξής σημεία:

𝑏3,0,0 = (1, 1, 0), 𝑏0,3,0 = (−1, 0, 2), 𝑏0,0,3 = (1, 0, 3), 𝑏2,1,0 = (1, −1, 0),

𝑏2,0,1 = (2, 1, 2), 𝑏0,2,1 = (0, 1, 3), 𝑏1,2,0 = (1, −1, −1),

𝑏1,0,2 = (1, 0, 0), 𝑏0,1,2 = (−2, 2, 1), 𝑏1,1,1 = (3, 2, 1).

Ας είναι 𝑓 ∶ 𝒫 3 →𝔸3 η μοναδική συμμετρική 3-ομοπαραλληλική απεικόνιση τέτοια, ώστε

𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑟) = (1, 1, 0), 𝑓(𝑠, 𝑠, 𝑠) = (−1, 0, 2), 𝑓(𝑡, 𝑡, 𝑡) = (1, 0, 3),

𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑠) = (1, −1, 0), 𝑓(𝑟, 𝑟, 𝑡) = (2, 1, 2), 𝑓(𝑠, 𝑠, 𝑡) = (0, 1, 3),

𝑓(𝑟, 𝑠, 𝑠) = (1, −1, −1), 𝑓(𝑟, 𝑡, 𝑡) = (1, 0, 0), 𝑓(𝑠, 𝑡, 𝑡) = (−2, 2, 1),

𝑓(𝑟, 𝑠, 𝑡) = (3, 2, 1)

και 𝐹 ∶ 𝒫 → 𝔸3 η πολυωνυμική επιφάνεια πολικού βαθμού 3 της οποίας η αντίστοιχη 3-πολική μορφή είναι
η 𝑓. Θα χρησιμοποιήσουμε τον αλγόριθμο του de Casteljau για να υπολογίσουμε την τιμή 𝐹(𝑎) στο σημείο
𝑎 = (1, 2).

Έχουμε
𝑎 = −2𝑟 + 𝑠 + 2𝑡

και επομένως οι ομοπαραλληλικές συντεταγμένες του 𝑎 ως προς το πλαίσιο (𝑟, 𝑠, 𝑡) είναι 𝜆 = −2, 𝜇 = 1 και
𝜈 = 2. Στη συνέχεια, εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο του de Casteljau.

Για 𝑙 = 1, παίρνουμε:

1. 𝑖 = 0, 𝑗 = 0, 𝑘 = 2. Υπολογίζουμε:

𝑏10,0,2 = 𝜆𝑏1,0,2 + 𝜇𝑏0,1,2 + 𝜈𝑏0,0,3 = (−2, 2, 7).

2. 𝑖 = 0, 𝑗 = 1, 𝑘 = 1. Υπολογίζουμε:

𝑏10,1,1 = 𝜆𝑏1,1,1 + 𝜇𝑏0,2,1 + 𝜈𝑏0,1,2 = (−10, 1, 3).
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3. 𝑖 = 0, 𝑗 = 2, 𝑘 = 0. Υπολογίζουμε:

𝑏10,2,0 = 𝜆𝑏1,2,0 + 𝜇𝑏0,3,0 + 𝜈𝑏0,2,1 = (−3, 4, 10).

4. 𝑖 = 1, 𝑗 = 0, 𝑘 = 1. Υπολογίζουμε:

𝑏11,0,1 = 𝜆𝑏2,0,1 + 𝜇𝑏1,1,1 + 𝜈𝑏1,0,2 = (−2, 0, −3).

5. 𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 𝑘 = 0. Υπολογίζουμε:

𝑏11,1,0 = 𝜆𝑏2,1,0 + 𝜇𝑏1,2,0 + 𝜈𝑏1,1,1 = (5, 5, 1).

6. 𝑖 = 2, 𝑗 = 0, 𝑘 = 0. Υπολογίζουμε:

𝑏12,0,0 = 𝜆𝑏3,0,0 + 𝜇𝑏2,1,0 + 𝜈𝑏2,0,1 = (3, −1, 4).

Για 𝑙 = 2, παίρνουμε:

1. 𝑖 = 0, 𝑗 = 0, 𝑘 = 1. Υπολογίζουμε:

𝑏20,0,1 = 𝜆𝑏11,0,1 + 𝜇𝑏10,1,1 + 𝜈𝑏10,0,2 = (−10, 5, 23).

2. 𝑖 = 0, 𝑗 = 1, 𝑘 = 0. Υπολογίζουμε:

𝑏20,1,0 = 𝜆𝑏11,1,0 + 𝜇𝑏10,2,0 + 𝜈𝑏10,1,1 = (−33, −4, 14).

3. 𝑖 = 1, 𝑗 = 0, 𝑘 = 0. Υπολογίζουμε:

𝑏21,0,0 = 𝜆𝑏12,0,0 + 𝜇𝑏11,1,0 + 𝜈𝑏11,0,1 = (−5, 7, −13).

Τέλος, υπολογίζουμε:

𝑏30,0,0 = 𝜆𝑏21,0,0 + 𝜇𝑏20,1,0 + 𝜈𝑏20,0,1 = (−33, −13, 63).

Αν 𝑎1, … , 𝑎𝑚 ∈ 𝒫 , τότε μπορούμε με ανάλογο τρόπο να υπολογίσουμε την τιμή 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚). Δίνουμε
παρακάτω τον αλγόριθμο για τον υπολογισμό του 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚) ο οποίος είναι μία γενίκευση του αλγορίθμου
του de Casteljau.

Αλγόριθμος 10.2. Υπολογισμός των τιμών της 𝑓.
Είσοδος: Ένα τρίγωνο αναφοράς △𝑟𝑠𝑡 του𝒫 , ένα τριγωνικό δίκτυο ελέγχου (𝑏𝑖,𝑗,𝑘)(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚 και𝑚 σημεία 𝑎𝑖 =
𝜆𝑖𝑟 + 𝜇𝑖𝑠 + 𝜈𝑖𝑡 (𝑖 = 1, … ,𝑚) του𝒫 .
Έξοδος:Η τιμή 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑚).

1. Θέτουμε 𝑏0𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑏𝑖,𝑗,𝑘, (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ Δ𝑚.

2. Για κάθε 𝑙 = 1, … ,𝑚, παίρνουμε 𝑖 = 0,… ,𝑚 − 𝑙, 𝑗 = 0,… ,𝑚 − 𝑙 − 𝑖 και 𝑘 = 𝑚 − 𝑙 − 𝑖 − 𝑗.

3. Υπολογίζουμε 𝑏𝑙𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜆𝑙𝑏𝑙−1𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝜇𝑙𝑏𝑙−1𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝜈𝑙𝑏𝑙−1𝑖,𝑗,𝑘+1.

4. Eξάγουμε το σημείο 𝑏𝑚0,0,0.
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Η απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου είναι όμοια με αυτή του αλγορίθμου του de Casteljau και γι’
αυτό παραλείπεται. Στο επόμενο παράδειγμα δίνουμε τον υπολογισμό μίας πολικής τιμής με τον παραπάνω
αλγόριθμο.

Παράδειγμα 10.6. Θεωρούμε το ομοπαραλληλικό πλαίσιο του 𝒫 , 𝑟 = (1, 0), 𝑠 = (1, 1), 𝑡 = (0, 1) και το
τριγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού 2 του𝔸3 το οποίο αποτελείται από τα εξής σημεία:

𝑏2,0,0 = (1, 0, 0), 𝑏1,1,0 = (−1, 1, 1), 𝑏1,0,1 = (1, 2, −1),

𝑏0,2,0 = (0, −1, 1), 𝑏0,1,1 = (1, 1, −2), 𝑏0,0,2 = (1, −2, 0).

Ας είναι 𝑓 ∶ 𝒫 2 →𝔸3 η μοναδική συμμετρική 2-ομοπαραλληλική απεικόνιση τέτοια, ώστε

𝑓(𝑟, 𝑟) = (1, 0, 0), 𝑓(𝑟, 𝑠) = (−1, 1, 1), 𝑓(𝑟, 𝑡) = (1, 2, −1),

𝑓(𝑠, 𝑠) = (0, −1, 1), 𝑓(𝑠, 𝑡) = (1, 1, −2), 𝑓(𝑡, 𝑡) = (1, −2, 0).

Θα υπολογίσουμε την τιμή 𝑓(𝑎1, 𝑎2) στα σημείο 𝑎1 = (3, 0) και 𝑎2 = (−1, −1).
Έχουμε:

𝑎1 = 𝑟 + 2𝑠 + (−2)𝑡 και 𝑎2 = 2𝑟 − 3𝑠 + 2𝑡.

Στη συνέχεια, εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο 10.2.
Για 𝑙 = 1, παίρνουμε:

1. 𝑖 = 0, 𝑗 = 0, 𝑘 = 1. Υπολογίζουμε:

𝑏10,0,1 = 𝑏1,0,1 + 2𝑏0,1,1 + (−2)𝑏0,0,2 = (1, 8, −5).

2. 𝑖 = 0, 𝑗 = 1, 𝑘 = 0. Υπολογίζουμε:

𝑏10,1,0 = 𝑏1,1,0 + 2𝑏0,2,0 + (−2)𝑏0,1,1 = (−3, −3, 7).

3. 𝑖 = 1, 𝑗 = 0, 𝑘 = 0. Υπολογίζουμε:

𝑏11,0,0 = 𝑏2,0,0 + 2𝑏1,1,0 + (−2)𝑏1,0,1 = (−3, −2, 4).

Για 𝑙 = 2, παίρνουμε:
𝑏20,0,0 = 2𝑏11,0,0 − 3𝑏10,1,0 + 2𝑏10,0,1 = (5, 11, −23).

10.3 Αλγόριθμος Υποδιαίρεσης για Επιφάνειες Ολικού Βαθμού

Ας είναι ℰ ένας ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης ≥ 3, △𝑟𝑠𝑡 ένα τρίγωνο αναφοράς του 𝒫 και 𝒩 =
(𝑏𝑖,𝑗,𝑘)(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚 ένα τριγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού𝑚. Θεωρούμε την πολυωνυμική επιφάνεια 𝐹 ∶ 𝒫 → ℰ
ολικού βαθμού𝑚 σε πολική μορφή η οποία ορίζεται από το △𝑟𝑠𝑡 και το𝒩 .

Ορισμός 10.5. Το σύνολο

𝒯𝑟,𝑠,𝑡(𝐹) = {𝐹(𝜆𝑟 + 𝜇𝑠 + 𝜈𝑡)/ 𝜆, 𝜇, 𝜈 ∈ ℝ, 𝜆 + 𝜇 + 𝜈 = 1, 𝜆 ≥ 0, 𝜇 ≥ 0, 𝜈 ≥ 0}

καλείται τριγωνικό τεμάχιο της επιφάνειας 𝐹 ως προς το △𝑟𝑠𝑡. Τα σημεία 𝑏𝑚,0,0, 𝑏0,𝑚,0, 𝑏0,0,𝑚 ανήκουν στο
𝒯𝑟,𝑠,𝑡(ℰ ) και καλούνται γωνίες του𝒯𝑟,𝑠,𝑡(ℰ ).
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Σχήμα 10.4: Υποδιαίρεση του τριγώνου αναφοράς σε τρία τρίγωνα.

Παρατηρούμε ότι 𝐹(𝑎) ∈ 𝒯𝑟,𝑠,𝑡(𝐹) αν και μόνον αν το 𝑎 ανήκει στο κυρτό κάλυμμα των 𝑟, 𝑠 και 𝑡.
Σ’ αυτή την ενότητα θα δούμε πώς μπορούμε να διαμερίσουμε το τρίγωνο αναφοράς △𝑟𝑠𝑡 σε μικρότερα

τρίγωνα με αποτέλεσμα τη διαμέριση του τριγωνικού τεμαχίου𝒯𝑟,𝑠,𝑡(𝐹) της επιφάνειας 𝐹 σε άλλα μικρότερα.
Ας υποθέσουμε ότι το 𝑎 ανήκει στο κυρτό κάλυμμα των 𝑟, 𝑠, 𝑡 και είναι διαφορετικό από αυτά. Καθώς είδαμε

στην προηγουμένη ενότητα, ο αλγόριθμος του de Casteljau υπολογίζει το σημείο 𝐹(𝑎). Κατά τη διάρκεια της
λειτουργίας του, ο αλγόριθμος υπολογίζει για κάθε 𝑙 = 1, … ,𝑚, τα σημεία

𝑏𝑙𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑓(𝑎, … , 𝑎
𝑙

, 𝑟, … , 𝑟
𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

),

όπου (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ Δ𝑚−𝑙. Έτσι, ο αλγόριθμος υπολογίζει εκτός το σημείο 𝐹(𝑎) και τα εξής τρία τριγωνικά δίκτυα
ελέγχου βαθμού 𝑚: Ν𝑎𝑠𝑡 = (𝑏𝑙0,𝑗,𝑘)(𝑙,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚 , Ν𝑟𝑎𝑡 = (𝑏𝑙𝑖,0,𝑘)(𝑖,𝑙,𝑘)∈Δ𝑚 και Ν𝑟𝑠𝑎 = (𝑏𝑙𝑖,𝑗,0)(𝑖,𝑗,𝑙)∈Δ𝑚 . Ο αλγόριθμος
του deCasteljau τροποποιείται εύκολα, ώστε να δίνει εκτός από το σημείο 𝐹(𝑎) και τα τριγωνικά δίκτυα,Ν𝑎𝑠𝑡,
Ν𝑟𝑎𝑡 καιΝ𝑟𝑠𝑎. Αυτή η εκδοχή του αλγορίθμου του de Casteljau καλείται αλγόριθμος υποδιαίρεσης.

Παράδειγμα 10.7. Θεωρούμε το τρίγωνο αναφοράς △𝑟𝑠𝑡 του𝒫 , με 𝑟 = (0, 0), 𝑠 = (1, 0), 𝑡 = (0, 1) και το
τριγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού 3 τουΠαραδείγματος 10.5. Ο υπολογισμός του σημείου 𝐹(𝑎) για 𝑎 = (1, 2)
δίνει τα εξής τριγωνικά δίκτυα:

α) ΤοΝ𝑎𝑠𝑡, το οποίο αποτελείται από τα σημεία:

𝑏0,3,0 = (−1, 0, 2), 𝑏0,0,3 = (1, 0, 3), 𝑏0,2,1 = (0, 1, 3), 𝑏0,1,2 = (−2, 2, 1),

𝑏10,0,2 = (−2, 2, 7), 𝑏10,1,1 = (−10, 1, 3), 𝑏10,2,0 = (−3, 4, 10),

𝑏20,0,1 = (−10, 5, 23), 𝑏20,1,0 = (−33, −4, 14), 𝑏30,0,0 = (−33, −13, 63).

β) ΤοΝ𝑟𝑎𝑡, το οποίο αποτελείται από τα σημεία:

𝑏3,0,0 = (1, 1, 0), 𝑏0,0,3 = (1, 0, 3), 𝑏2,0,1 = (2, 1, 2), 𝑏1,0,2 = (1, 0, 0),

𝑏10,0,2 = (−2, 2, 7), 𝑏11,0,1 = (−2, 0, −3), 𝑏12,0,0 = (3, −1, 4),

𝑏20,0,1 = (−10, 5, 23), 𝑏21,0,0 = (−5, 7, −13), 𝑏30,0,0 = (−33, −13, 63).

γ) ΤοΝ𝑟𝑠𝑎, το οποίο αποτελείται από τα σημεία:

𝑏3,0,0 = (1, 1, 0), 𝑏0,3,0 = (−1, 0, 2), 𝑏2,1,0 = (1, −1, 0), 𝑏1,2,0 = (1, −1, −1),

𝑏10,2,0 = (−3, 4, 10), 𝑏11,1,0 = (5, 5, 1), 𝑏12,0,0 = (3, −1, 4),

𝑏20,1,0 = (−33, −4, 14), 𝑏21,0,0 = (−5, 7, −13), 𝑏30,0,0 = (−33, −13, 63).
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Αν το 𝑎 δεν ανήκει σε κανένα από τα ευθύγραμμα τμήματα τα οποία ορίζονται από τα ζεύγη σημείων {𝑟, 𝑠},
{𝑟, 𝑡} και {𝑠, 𝑡}, τότε παίρνουμε μία διαμέριση του τριγώνου αναφοράς △𝑟𝑠𝑡 στα τρίγωνα αναφοράς △𝑎𝑠𝑡, △𝑟𝑎𝑡
και △𝑟𝑠𝑎. Έτσι, η διαδικασία αυτή είναι δυνατόν να επαναληφθεί αρκετές φορές ώστε να διαμερίσει το αρχικό
τριγωνικό τεμάχιο𝒯𝑟,𝑠,𝑡(𝐹) σε μικρότερα τριγωνικά τεμάχια. Η διαμέριση όμως του𝒯𝑟,𝑠,𝑡(𝐹) η οποία προκύ-
πτει με αυτή τη μέθοδο δεν είναι ικανοποιητική, καθώς οι πλευρές του △𝑟𝑠𝑡 δεν υποδιαιρούνται. Υπάρχουν
αρκετοί μέθοδοι διαμέρισης του △𝑟𝑠𝑡 οι οποίες υποδιαιρούν και τις πλευρές του, παρέχοντας έτσι μία καλύ-
τερη διαμέριση του𝒯𝑟,𝑠,𝑡(𝐹). Θα περιγράψουμε παρακάτω μία τέτοια μέθοδο η οποία χρησιμοποιεί τέσσερις
φορές τον αλγόριθμο του de Casteljau και οφείλεται στον J. Gallier.

Σχήμα 10.5: Υποδιαίρεση του τριγώνου αναφοράς σε τέσσερα τρίγωνα.

Τα βήματα της μεθόδου είναι τα εξής:
α) Θεωρούμε τα σημεία

𝑎 = 1
2𝑠 +

1
2𝑡, 𝑏 = 1

2𝑟 +
1
2𝑡,

1
2𝑟 +

1
2𝑠

τα οποία είναι τα μέσα των ευθυγράμμων τμημάτων τα οποία ορίζονται από τα ζεύγη σημείων {𝑠, 𝑡}, {𝑟, 𝑡} και
{𝑟, 𝑠}.

β) Υπολογίζουμε το σημείο 𝐹(𝑎), χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο υποδιαίρεσης και το τρίγωνο αναφοράς
△𝑟𝑠𝑡. Έτσι, διαιρούμε το τρίγωνο△𝑟𝑠𝑡 στα τρίγωνα△𝑟𝑎𝑡 και△𝑟𝑠𝑎, και παίρνουμε τα τριγωνικά δίκτυα ελέγχου
Ν𝑟𝑎𝑡 καιΝ𝑟𝑠𝑎 (το τρίτο δίκτυοΝ𝑎𝑠𝑡 αντιστοιχεί στην τριάδα (𝑎, 𝑠, 𝑡) η οποία δεν αποτελεί ομοπαραλληλικό
πλαίσιο και επομένως το παραβλέπουμε).

γ) Υπολογίζουμε το σημείο 𝐹(𝑏), χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο υποδιαίρεσης και το τρίγωνο αναφοράς
△𝑟𝑎𝑡. Έτσι, διαιρούμε το τρίγωνο△𝑟𝑎𝑡 στα τρίγωνα△𝑏𝑎𝑡 και△𝑟𝑎𝑏, και παίρνουμε τα τριγωνικά δίκτυα ελέγχου
Ν𝑏𝑎𝑡 και Ν𝑟𝑎𝑏 (παραβλέποντας το δίκτυο Ν𝑟𝑏𝑡 που αντιστοιχεί στην τριάδα (𝑟, 𝑏, 𝑡) η οποία δεν αποτελεί
ομοπαραλληλικό πλαίσιο).

δ) Υπολογίζουμε το σημείο 𝐹(𝑐), χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο υποδιαίρεσης και το τρίγωνο αναφοράς
△𝑟𝑠𝑎. Οπότε, το τρίγωνο△𝑟𝑠𝑎 διαιρείται στα τρίγωνα△𝑐𝑠𝑎 και△𝑟𝑐𝑎, απ’ όπου παίρνουμε τα τριγωνικά δίκτυα
Ν𝑐𝑠𝑎 και Ν𝑟𝑐𝑎 (παραβλέποντας το δίκτυο Ν𝑟𝑠𝑐 που αντιστοιχεί στην τριάδα (𝑟, 𝑠, 𝑐) η οποία δεν αποτελεί
ομοπαραλληλικό πλαίσιο).

ε) Υπολογίζουμε πάλι το 𝐹(𝑐) χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο υποδιαίρεσης και το τρίγωνο αναφοράς
△𝑟𝑎𝑏. Με αυτό τον τρόπο προκύπτουν τα τρίγωνα △𝑐𝑎𝑏 και △𝑟𝑐𝑏 και κατά συνέπεια τα δίκτυα ελέγχουΝ𝑐𝑎𝑏
καιΝ𝑟𝑐𝑏.

Επομένως, χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο του de Casteljau τέσσερις φορές διαιρούμε το τρίγωνο ανα-
φοράς △𝑟𝑠𝑡 στα τρίγωνα △𝑏𝑎𝑡, △𝑐𝑠𝑎, △𝑐𝑎𝑏 και △𝑟𝑐𝑏 με αντίστοιχα δίκτυα ελέγχου, τα Ν𝑏𝑎𝑡, Ν𝑐𝑠𝑎, Ν𝑐𝑎𝑏 και
Ν𝑟𝑐𝑏.

Παράδειγμα 10.8. Θεωρούμε το τρίγωνο αναφοράς △𝑟𝑠𝑡 του𝒫 , με 𝑟 = (0, 0), 𝑠 = (1, 0), 𝑡 = (0, 1) και το
τριγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού 3 του Παραδείγματος 10.5. Θα εφαρμόσουμε την παραπάνω μέθοδο για
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να χωρίσουμε το τρίγωνο αναφοράς△𝑟𝑠𝑡 σε τέσσερα άλλα τρίγωνα και θα υπολογίσουμε τα αντίστοιχα δίκτυα
ελέγχου.

Θεωρούμε τα σημεία

𝑎 = 1
2𝑠 +

1
2𝑡 = (

1
2 ,
1
2), 𝑏 = 1

2𝑟 +
1
2𝑡 = (0,

1
2), 𝑐 = 1

2𝑟 +
1
2𝑠 = (

1
2 , 0).

Θα υπολογίσουμε πρώτα τα δίκτυαΝ𝑟𝑎𝑡 καιΝ𝑟𝑠𝑎, τα οποία αντιστοιχούν στα τρίγωνα△𝑟𝑎𝑡 και△𝑟𝑠𝑎 χρη-
σιμοποιώντας τον αλγόριθμο του de Casteljau για τον υπολογισμό του 𝐹(𝑎).

Για 𝑙 = 1, παίρνουμε:

1. 𝑖 = 0, 𝑗 = 0, 𝑘 = 2. Υπολογίζουμε:

𝑏10,0,2 =
1
2𝑏0,1,2 +

1
2𝑏0,0,3 = (1, −

1
2 , 1).

2. 𝑖 = 0, 𝑗 = 1, 𝑘 = 1. Υπολογίζουμε:

𝑏10,1,1 =
1
2𝑏0,2,1 +

1
2𝑏0,1,2 = (−1,

3
2 , 2).

3. 𝑖 = 0, 𝑗 = 2, 𝑘 = 0. Υπολογίζουμε:

𝑏10,2,0 =
1
2𝑏0,3,0 +

1
2𝑏0,2,1 = (−

1
2,
1
2 ,
5
2).

4. 𝑖 = 1, 𝑗 = 0, 𝑘 = 1. Υπολογίζουμε:

𝑏11,0,1 =
1
2𝑏1,1,1 +

1
2𝑏1,0,2 = (2, 1,

1
2).

5. 𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 𝑘 = 0. Υπολογίζουμε:

𝑏11,1,0 =
1
2𝑏1,2,0 +

1
2𝑏1,1,1 = (2,

1
2 , 0).

6. 𝑖 = 2, 𝑗 = 0, 𝑘 = 0. Υπολογίζουμε:

𝑏12,0,0 =
1
2𝑏2,1,0 +

1
2𝑏2,0,1 = (

3
2, 0, 1).

Για 𝑙 = 2, παίρνουμε:

1. 𝑖 = 0, 𝑗 = 0, 𝑘 = 1. Υπολογίζουμε:

𝑏20,0,1 =
1
2𝑏

1
0,1,1 +

1
2𝑏

1
0,0,2 = (0,

1
2 ,
3
2).

2. 𝑖 = 0, 𝑗 = 1, 𝑘 = 0. Υπολογίζουμε:

𝑏20,1,0 =
1
2𝑏

1
0,2,0 +

1
2𝑏

1
0,1,1 = (−

3
4, 1,

9
4).

3. 𝑖 = 1, 𝑗 = 0, 𝑘 = 0. Υπολογίζουμε:

𝑏21,0,0 =
1
2𝑏

1
1,1,0 +

1
2𝑏

1
1,0,1 = (2,

3
4 ,
1
4).
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Τέλος, υπολογίζουμε:

𝐹(𝑎) = 𝑏30,0,0 =
1
2𝑏

2
0,1,0 +

1
2𝑏

2
0,0,1 = (−

3
8, 1,

15
8 ).

Το δίκτυοΝ𝑟𝑎𝑡 αποτελείται από τα σημεία:

𝑏3,0,0 = (1, 1, 0), 𝑏0,0,3 = (1, 0, 3), 𝑏2,0,1 = (2, 1, 2), 𝑏1,0,2 = (1, 0, 0),

𝑏12,0,0 = (
3
2, 0, 1), 𝑏

1
0,0,2 = (1, −

1
2 , 1), 𝑏

1
1,0,1 = (2, 1,

1
2),

𝑏21,0,0 = (2,
3
4 ,
1
4), 𝑏

2
0,0,1 = (0,

1
2 ,
3
2), 𝑏

3
0,0,0 = (−

3
8, 1,

15
8 ).

Επίσης, το δίκτυοΝ𝑟𝑠𝑎 αποτελείται από τα σημεία:

𝑏3,0,0 = (1, 1, 0), 𝑏0,3,0 = (−1, 0, 2), 𝑏2,1,0 = (1, −1, 0), 𝑏1,2,0 = (1, −1, −1),

𝑏12,0,0 = (
3
2, 0, 1), 𝑏

1
0,2,0 = (−

1
2,
1
2 ,
5
2), 𝑏

1
1,1,0 = (2,

1
2 , 0),

𝑏21,0,0 = (2,
3
4 ,
1
4), 𝑏

2
0,1,0 = (−

3
4, 1,

9
4), 𝑏

3
0,0,0 = (−

3
8, 1,

15
8 ).

Στη συνέχεια, χρησιμοποιούμε πάλι τον αλγόριθμο του deCasteljau και το τρίγωνο αναφοράς△𝑟𝑎𝑡 για τον
υπολογισμό του 𝐹(𝑏) και κατά συνέπεια των τριγωνικών δικτύων ελέγχουΝ𝑏𝑎𝑡 καιΝ𝑟𝑎𝑏 τα οποία αντιστοι-
χούν στα τρίγωνα αναφοράς στα τρίγωνα△𝑏𝑎𝑡 και△𝑟𝑎𝑏. Για τα σημεία του δικτύουΝ𝑟𝑎𝑡, θέτουμε 𝑐𝑖,0,𝑘 = 𝑏𝑖,0,𝑘
με (𝑖, 𝑘) ∈ {(3, 0), (0, 3), (1, 2), (2, 1)} και 𝑐𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑏

𝑗
𝑖,0,𝑘 με 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 = 3 και 𝑖 ≥ 0, 𝑗 ≥ 1, 𝑘 ≥ 0. Υπολογίζουμε:

𝑐10,0,2 =
1
2𝑐1,0,2 +

1
2𝑐0,0,3 = (1, 0,

3
2).

𝑐10,1,1 =
1
2𝑐1,1,1 +

1
2𝑐0,1,2 = (

1
2 , 2, 1).

𝑐10,2,0 =
1
2𝑐1,2,0 +

1
2𝑐0,2,1 = (

1
2 , 0, 1).

𝑐11,0,1 =
1
2𝑐2,0,1 +

1
2𝑐1,0,2 = (

3
2,
1
2 , 1).

𝑐11,1,0 =
1
2𝑐2,1,0 +

1
2𝑐1,1,1 = (2,

1
2 ,
1
2).

𝑐12,0,0 =
1
2𝑐3,0,0 +

1
2𝑐2,0,1 = (

3
2, 1, 1).

𝑐20,0,1 =
1
2𝑐

1
1,0,1 +

1
2𝑐

1
0,0,2 = (

5
4,
1
4 ,
5
4).

𝑐20,1,0 =
1
2𝑐

1
1,1,0 +

1
2𝑐

1
0,1,1 = (

5
4,
5
4 ,
3
4).

𝑐21,0,0 =
1
2𝑐

1
2,0,0 +

1
2𝑐

1
1,0,1 = (

3
2,
3
4 , 1).

𝐹(𝑏) = 𝑐30,0,0 =
1
2𝑐

2
1,0,0 +

1
2𝑐

2
0,0,1 = (

11
8 ,

1
2 ,
9
8).
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Έτσι, το δίκτυοΝ𝑏𝑎𝑡 αποτελείται από τα σημεία:

𝑐0,0,3 = (1, 0, 3), 𝑐0,3,0 = (−
3
8, 1,

15
8 ), 𝑐0,1,2 = (1, −

1
2 , 1), 𝑐0,2,1 = (0,

1
2 ,
3
2),

𝑐10,0,2 = (1, 0,
3
2), 𝑐

1
0,1,1 = (

1
2 , 2, 1), 𝑐

1
0,2,0 = (

1
2 , 0, 1).

𝑐20,0,1 = (
5
4,
1
4 ,
5
4), 𝑐

2
0,1,0 = (

5
4,
5
4 ,
3
4), 𝑐

3
0,0,0 = (

11
8 ,

1
2 ,
9
8).

Επίσης, το δίκτυοΝ𝑟𝑎𝑏 αποτελείται από τα σημεία:

𝑐3,0,0 = (1, 1, 0), 𝑐0,3,0 = (−
3
8, 1,

15
8 ), 𝑐2,1,0 = (

3
2, 0, 1), 𝑐1,2,0 = (2,

3
4 ,
1
4),

𝑐10,2,0 = (
1
2 , 0, 1), 𝑐

1
1,1,0 = (2,

1
2 ,
1
2), 𝑐

1
2,0,0 = (

3
2, 1, 1),

𝑐20,1,0 = (
5
4,
5
4 ,
3
4), 𝑐

2
1,0,0 = (

3
2,
3
4 , 1), 𝑐

3
0,0,0 = (

11
8 ,

1
2 ,
9
8).

Τώρα, θα υπολογίσουμε το σημείο 𝐹(𝑐) χρησιμοποιώντας το τρίγωνο αναφοράς△𝑟𝑠𝑎 και το δίκτυο ελέγχου
Ν𝑟𝑠𝑎 το οποίο αντιστοιχεί σ’ αυτό. Έτσι, το τρίγωνο △𝑟𝑠𝑎 διαιρείται στα τρίγωνα △𝑐𝑠𝑎 και △𝑟𝑐𝑎, απ’ όπου
προκύπτουν τα τριγωνικά δίκτυα Ν𝑐𝑠𝑎 και Ν𝑟𝑐𝑎. Για τα σημεία του δικτύου Ν𝑟𝑠𝑎, θέτουμε 𝑑𝑖,𝑗,0 = 𝑏𝑖,𝑗,0 με
(𝑖, 𝑗) ∈ {(3, 0), (0, 3), (1, 2), (2, 1)} και 𝑑𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑏𝑘𝑖,𝑗,0 με 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 = 3 και 𝑖 ≥ 0, 𝑗 ≥ 0, 𝑘 ≥ 1. Εφαρμόζουμε τον
αλγόριθμο του de Casteljau και παίρνουμε:

𝑑10,0,2 =
1
2𝑑1,0,2 +

1
2𝑑0,1,2 = (

5
8,
7
8 ,
5
4).

𝑑10,1,1 =
1
2𝑑1,1,1 +

1
2𝑑0,2,1 = (

3
4,
1
2 ,
5
4).

𝑑10,2,0 =
1
2𝑑1,2,0 +

1
2𝑑0,3,0 = (0, −

1
2 ,
1
2).

𝑑11,0,1 =
1
2𝑑2,0,1 +

1
2𝑑1,1,1 = (

7
4,
1
4 ,
1
2).

𝑑11,1,0 =
1
2𝑑2,1,0 +

1
2𝑑1,2,0 = (1, −1, −

1
2).

𝑑12,0,0 =
1
2𝑑3,0,0 +

1
2𝑑2,1,0 = (1, 0, 0).

𝑑20,0,1 =
1
2𝑑

1
1,0,1 +

1
2𝑑

1
0,1,1 = (

5
8,
3
8 ,
7
8).

𝑑20,1,0 =
1
2𝑑

1
1,1,0 +

1
2𝑑

1
0,2,0 = (

1
2 , −

3
4 , 0).

𝑑21,0,0 =
1
2𝑑

1
2,0,0 +

1
2𝑑

1
1,1,0 = (1, −

1
2 , −

1
4).

𝐹(𝑐) = 𝑑30,0,0 =
1
2𝑑

2
1,0,0 +

1
2𝑑

2
0,1,0 = (

3
4, −

5
8 , −

1
8).

Το δίκτυοΝ𝑐𝑎𝑠 αποτελείται από τα σημεία:

𝑑0,3,0 = (−1, 0, 2), 𝑑0,0,3 = (−
3
8, 1,

15
8 ),
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𝑑0,1,2 = (−
3
4, 1,

9
4), 𝑑0,2,1 = (−

1
2,
1
2 ,
5
2),

𝑑10,2,0 = (0, −
1
2 ,
1
2), 𝑑

1
0,0,2 = (

5
8,
7
8 ,
5
4), 𝑑

1
0,1,1 = (

3
4,
1
2 ,
5
4),

𝑑20,1,0 = (
1
2 , −

3
4 , 0), 𝑑

2
0,0,1 = (

5
8,
3
8 ,
7
8), 𝑑

3
0,0,0 = (

3
4, −

5
8 , −

1
8).

Τέλος, θα υπολογίσουμε πάλι το σημείο 𝐹(𝑐) χρησιμοποιώντας το τρίγωνο αναφοράς △𝑟𝑎𝑏 και το δίκτυο
ελέγχουΝ𝑟𝑎𝑏. Για τα σημεία τουΝ𝑟𝑎𝑏 θέτουμε 𝑒𝑖,𝑗,0 = 𝑐𝑖,𝑗,0 (𝑖, 𝑗) ∈ {(3, 0), (0, 3), (2, 1), (1, 2)} και 𝑒𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑐𝑘𝑖,𝑗,0
με 𝑖 ≥ 0, 𝑗 ≥ 0, 𝑘 ≥ 1 και 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 = 3. Έχουμε 𝑐 = 𝑟 + 𝑎 − 𝑏. Εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο του de Casteljau
και παίρνουμε:

𝑒10,0,2 = 𝑒1,0,2 + 𝑒0,1,2 − 𝑒0,0,3 = (−
9
8,
3
2 ,
5
8).

𝑒10,1,1 = 𝑒1,1,1 + 𝑒0,2,1 − 𝑒0,1,2 = (
5
4, −

3
4 ,
3
4).

𝑒10,2,0 = 𝑒1,2,0 + 𝑒0,3,0 − 𝑒0,2,1 = (
9
8,
7
4 ,
9
8).

𝑒11,0,1 = 𝑒2,0,1 + 𝑒1,1,1 − 𝑒1,0,2 = (2,
3
4 ,
1
2).

𝑒11,1,0 = 𝑒2,1,0 + 𝑒1,2,0 − 𝑒1,1,1 = (
3
2,
1
4 ,
3
4).

𝑒12,0,0 = 𝑒3,0,0 + 𝑒2,1,0 − 𝑒2,0,1 = (1, 0, 0).

𝑒20,0,1 = 𝑒11,0,1 + 𝑒10,1,1 − 𝑒10,0,2 = (
35
8 , −

3
2 ,
5
8).

𝑒20,1,0 = 𝑒11,1,0 + 𝑒10,2,0 − 𝑒10,1,1 = (
11
8 ,

11
4 ,

9
8).

𝑒21,0,0 = 𝑒12,0,0 + 𝑒11,1,0 − 𝑒11,0,1 = (
1
2 , −

1
2 ,
1
4).

𝐹(𝑐) = 𝑒30,0,0 = 𝑒21,0,0 + 𝑒20,1,0 − 𝑒20,0,1 = (−
20
8 ,

15
4 ,

3
4).

Το δίκτυοΝ𝑐𝑎𝑏 αποτελείται από τα σημεία:

𝑒0,3,0 = (−
3
8, 1,

15
8 ), 𝑒0,0,3 = (

11
8 ,

1
2 ,
9
8), 𝑒0,1,2 = (

5
4,
5
4 ,
3
4), 𝑒0,2,1 = (

1
2 , 0, 1),

𝑒10,2,0 = (
9
8,
7
4 ,
9
8), 𝑒

1
0,0,2 = (−

9
8,
3
2 ,
5
8), 𝑒

1
0,1,1 = (

5
4, −

3
4 ,
3
4),

𝑒20,1,0 = (
11
8 ,

11
4 ,

9
8), 𝑒

2
0,0,1 = (

35
8 , −

3
2 ,
5
8), 𝑒

3
0,0,0 = (−

20
8 ,

15
4 ,

3
4).

Τέλος, το δίκτυοΝ𝑟𝑐𝑏 αποτελείται από τα σημεία:

𝑒3,0,0 = (1, 1, 0), 𝑒0,0,3 = (
11
8 ,

1
2 ,
9
8), 𝑒2,0,1 = (

3
2, 1, 1), 𝑒1,0,2 = (

3
2,
3
4 , 1),

𝑒12,0,0 = (1, 0, 0), 𝑒10,0,2 = (−
9
8,
3
2 ,
5
8), 𝑒

1
1,0,1 = (2,

3
4 ,
1
2),
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Σχήμα 10.6: Εφαρμογή του αλγορίθμου υποδιαίρεσης πρώτη φορά.

Σχήμα 10.7: Εφαρμογή του αλγορίθμου υποδιαίρεσης δεύτερη φορά.

𝑒21,0,0 = (
1
2 , −

1
2 ,
1
4), 𝑒

2
0,0,1 = (

35
8 , −

3
2 ,
5
8), 𝑒

3
0,0,0 = (−

20
8 ,

15
4 ,

3
4).

Έτσι, διαιρέσαμε το τρίγωνο △𝑟𝑠𝑡 στα τρίγωνα △𝑏𝑎𝑡, △𝑐𝑠𝑎, △𝑐𝑎𝑏, △𝑟𝑐𝑏 και υπολογίσαμε τα αντίστοιχα δί-
κτυα ελέγχου,Ν𝑏𝑎𝑡,Ν𝑐𝑠𝑎,Ν𝑐𝑎𝑏 καιΝ𝑟𝑐𝑏.

Στα σχήματα 10.4, 10.5 και 10.6 παρουσιάζουμε ένα παράδειγμα (το οποίο δανειστήκαμε από το [2]) στο
οποίο φαίνεται το αποτέλεσμα της εφαρμογής του προηγούμενου αλγορίθμου σε μία πολυωνυμική επιφάνεια
βαθμού τρία η οποία ορίζεται από το δίκτυο ελέγχου το οποίο αποτελείται από τα εξής σημεία:

(0, 0, 0), (2, 0, 2), (4, 0, 2), (6, 0, 0), (1, 2, 2),

(3, 2, 5), (5, 2, 2), (2, 4, 2), (4, 4, 2), (3, 6, 0).

Ο αλγόριθμος εφαρμόστηκε τρεις φορές και, όπως φαίνεται, η τριγωνοποίηση η οποία πρέκυψε προσεγγίζει
ικανοποιητικά το αντίστοιχο τεμάχιο της επιφάνειας.

10.4 Διπολυωνυμικές Επιφάνειες σε Πολική μορφή

Για να δώσουμε τον ορισμό της διπολυωνυμικής επιφάνειας θα χρειαστούμε την παρακάτω έννοια συμμετρίας
στις απεικονίσεις:

Ορισμός 10.6. Ας είναιΑ, 𝐵 σύνολα και 𝑝, 𝑞 θετικοί ακέραιοι. Μία απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝐴𝑝+𝑞 → 𝐵 καλείται (𝑝, 𝑞)-
συμμετρική, αν για κάθε (𝑢1, … , 𝑢𝑝) ∈ 𝐴𝑝, (𝑣1, … , 𝑣𝑞) ∈ 𝐴𝑞 και κάθε μετάθεση 𝜎 του συνόλου {1, … , 𝑝} και 𝜏
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Σχήμα 10.8: Εφαρμογή του αλγορίθμου υποδιαίρεσης τρίτη φορά.

του συνόλου {1, … , 𝑞} ισχύει:

𝑓(𝑢1, … , 𝑢𝑝, 𝑣1, … , 𝑣𝑞) = 𝑓(𝑢𝜎(1), … , 𝑢𝜎(𝑝), 𝑣1, … , 𝑣𝑞)
= 𝑓(𝑢1, … , 𝑢𝑝, 𝑣𝜏(1), … , 𝑣𝜏(𝑞)).

Ας είναι ℰ ομοπαραλληλικός χώρος πεπερασμένης διάστασης ≥ 3.

Ορισμός10.7. Καλούμε διπολυωνυμική επιφάνεια βαθμού (𝑝, 𝑞)σε πολική μορφήμία απεικόνιση𝐹 ∶ 𝔸×𝔸 →
ℰ για την οποία υπάρχει μία (𝑝, 𝑞)-συμμετρική και 𝑝+𝑞-ομοπαραλληλική απεικόνιση𝑓 ∶ 𝔸𝑝×𝔸𝑞 → ℰ τέτοια,
ώστε να ισχύει:

𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑓((𝑢, … , 𝑢
𝑝

), (𝑣, … , 𝑣
𝑞

),

για κάθε 𝑢, 𝑣 ∈ 𝔸. Η απεικόνιση 𝑓 καλείται πολική μορφή της 𝐹. Επίσης, το σύνολο 𝐹(𝔸 ×𝔸) καλείται ίχνος
της 𝐹.

Παρατηρούμε ότι για κάθε 𝑣 ∈ 𝔸 η αντιστοιχία 𝑢 ↦ 𝐹(𝑢, 𝑣) ορίζει μία πολυωνυμική καμπύλη 𝐹𝑣 ∶ 𝔸 →
ℰ πολικού βαθμού 𝑝 επί του ίχνους της 𝐹. Επίσης, για κάθε 𝑢 ∈ 𝔸 η αντιστοιχία 𝑣 ↦ 𝐹(𝑢, 𝑣) ορίζει μία
πολυωνυμική καμπύλη 𝐹𝑢 ∶ 𝔸 → ℰ πολικού βαθμού 𝑞 επί του ίχνους της 𝐹.

Ορισμός 10.8. Οι καμπύλες 𝐹𝑣 και 𝐹𝑢 καλούνται ισοπαραμετρικές καμπύλες

Παράδειγμα 10.9. Θεωρούμε την απεικόνιση

𝐹 ∶ 𝔸 ×𝔸⟶𝔸3, (𝑢, 𝑣)⟼ (𝑢2 − 2𝑢𝑣 − 4𝑣 + 1, 𝑣2 + 2, 2𝑢𝑣2 − 1)

Θα δείξουμε ότι η 𝐹 είναι διπολυωνυμική επιφάνεια πολικού βαθμού (2, 2).
Θεωρώντας το 𝑢 ως σταθερό παίρνουμε την ισοπαραμετρική καμπύλη 𝐹𝑢 της οποίας η πολική μορφή είναι

η απεικόνιση 𝑓𝑢 ∶ 𝔸2 →𝔸3 με

𝑓𝑢(𝑣1, 𝑣2) = (𝑢2 − 𝑢(𝑣1 + 𝑣2) − 2(𝑣1 + 𝑣2) + 1, 𝑣1𝑣2 + 2, 2𝑣1𝑣2𝑢 − 1).

Στη συνέχεια θεωρώντας ως σταθερά τα 𝑢1, 𝑢2 παίρνουμε μία πολυωνυμική καμπύλη επί του 𝔸3 πολικού
βαθμού 2 της οποίας η πολική μορφή είναι η απεικόνιση

𝑓𝑢1,𝑢2(𝑣1, 𝑣2) = (𝑓1(𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2), 𝑓2(𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2), 𝑓3(𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2)),

όπου

𝑓1(𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2) = 𝑢1𝑢2 −
1
2(𝑢1 + 𝑢2)(𝑣1 + 𝑣2) − 2(𝑣1 + 𝑣2) + 1,

𝑓2(𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2) = 𝑣1𝑣2 + 2,
𝑓3(𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2) = 𝑣1𝑣2(𝑢1 + 𝑢2) − 1.
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Έτσι, η απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸2×𝔸2 →𝔸3 με 𝑓((𝑢1, 𝑢2), (𝑣1, 𝑣2)) = 𝑓𝑢1,𝑢2(𝑣1, 𝑣2), για κάθε (𝑢1, 𝑢2), (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝔸2,
είναι (2, 2)-συμμετρική, 4-ομοπαραλληλική και για κάθε (𝑢, 𝑣) ∈ 𝔸 ×𝔸 ισχύει:

𝑓((𝑢, 𝑣), (𝑢, 𝑣)) = 𝐹(𝑢, 𝑣).

Επομένως, η 𝐹 είναι διπολυωνυμική επιφάνεια πολικού βαθμού (2, 2) με πολική μορφή την 𝑓.

Ας είναι 𝐹 ∶ 𝔸 ×𝔸 → ℰ μία διπολυωνυμική επιφάνεια βαθμού (𝑝, 𝑞) σε πολική μορφή και 𝑓 η πολική της
μορφή. Θεωρούμε δύο ομοπαραλληλικά πλαίσια (𝑟1, 𝑠1), (𝑟2, 𝑠2) του𝔸 και (𝑢1, … , 𝑢𝑝) ∈ 𝔸𝑝, (𝑣1, … , 𝑣𝑞) ∈ 𝔸𝑞.
Από το Θεώρημα 6.1 έχουμε:

𝑓((𝑢1, … , 𝑢𝑝), (𝑣1, … , 𝑣𝑞)) =


𝐼∪𝐽={1,…,𝑝}
𝐼∩𝐽=∅


𝑖∈𝐼

𝑠1 − 𝑢𝑖
𝑠1 − 𝑟1


𝑗∈𝐽

𝑢𝑗 − 𝑟1
𝑠1 − 𝑟1

𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
|𝐽|

), (𝑣1, … , 𝑣𝑞))

και
𝑓((𝑢1, … , 𝑢𝑝), (𝑣1, … , 𝑣𝑞)) =


𝐾∪𝐿={1,…,𝑞}
𝐾∩𝐿=∅


𝑘∈𝐾

𝑠2 − 𝑢𝑘
𝑠2 − 𝑟2


𝑙∈𝐿

𝑢𝑙 − 𝑟2
𝑠2 − 𝑟2

𝑓((𝑢1, … , 𝑢𝑝), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2)
|𝐿|

).

Συνδυάζοντας τις παραπάνω ισότητες και θέτοντας

𝑏|𝐽|,|𝐿| = 𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
|𝐽|

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
|𝐿|

)),

παίρνουμε:
𝑓((𝑢1, … , 𝑢𝑝), (𝑣1, … , 𝑣𝑞)) =


𝐼∪𝐽={1,…,𝑝}
𝐼∩𝐽=∅

𝐾∪𝐿={1,…,𝑞}
𝐾∩𝐿=∅


𝑖∈𝐼

𝑠1 − 𝑢𝑖
𝑠1 − 𝑟1


𝑗∈𝐽

𝑢𝑗 − 𝑟1
𝑠1 − 𝑟1


𝑘∈𝐾

𝑠2 − 𝑢𝑘
𝑠2 − 𝑟2


𝑙∈𝐿

𝑢𝑙 − 𝑟2
𝑠2 − 𝑟2

𝑏|𝐽|,|𝐿|.

Από την άλλη πλευρά, για κάθε ακολουθία (𝑝 + 1)(𝑞 + 1) σημείων του ℰ , 𝑏𝑗,𝑙 (𝑗 = 0,… , 𝑝, 𝑙 = 0,… , 𝑞)
θεωρούμε την απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸𝑝 ×𝔸𝑞 → ℰ η οποία ορίζεται από την παραπάνω σχέση. Παρατηρούμε ότι η
𝑓 είναι (𝑝, 𝑞)-συμμετρική, πολυομοπαραλληλική και για κάθε 𝑗 ∈ {0, … , 𝑝}, 𝑙 ∈ {0, … , 𝑞} ισχύει

𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑗

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑙

)) = 𝑏𝑗,𝑙.

Θέτουμε
Π𝑝,𝑞 = {(𝑖, 𝑗) ∈ ℕ2/ 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑞}.

Ορισμός 10.9. Τα σημεία

𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑗

)), (𝑖, 𝑗) ∈ Π𝑝,𝑞

καλούνται σημεία ελέγχου της επιφάνειας 𝐹 ως προς τα ομοπαραλληλικά πλαίσια (𝑟1, 𝑠1) και (𝑟2, 𝑠2). Γενικό-
τερα, μία οικογένεια σημείων του ℰ ,𝒩 = (𝑏𝑖,𝑗)(𝑖,𝑗)∈Π𝑝,𝑞 , καλείται τετραγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού (𝑝, 𝑞).
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Συνοψίζουμε τα παραπάνω στην επόμενη πρόταση:

Πρόταση 10.2. Ας είναι (𝑟1, 𝑠1) και (𝑟2, 𝑠2) δύο ομοπαραλληλικά πλαίσια του𝔸. Αν 𝑓 ∶ 𝔸𝑝 × 𝔸𝑞 → ℰ είναι
(𝑝, 𝑞)-συμμετρική, 𝑝 + 𝑞-ομοπαραλληλική απεικόνιση, τότε ισχύει:

𝑓((𝑢1, … , 𝑢𝑝), (𝑣1, … , 𝑣𝑞)) =


𝐼∪𝐽={1,…,𝑝}
𝐼∩𝐽=∅

𝐾∪𝐿={1,…,𝑞}
𝐾∩𝐿=∅


𝑖∈𝐼

𝑠1 − 𝑢𝑖
𝑠1 − 𝑟1


𝑗∈𝐽

𝑢𝑗 − 𝑟1
𝑠1 − 𝑟1


𝑘∈𝐾

𝑠2 − 𝑣𝑘
𝑠2 − 𝑟2


𝑙∈𝐿

𝑣𝑙 − 𝑟2
𝑠2 − 𝑟2

𝑏|𝐽|,|𝐿|,

όπου
𝑏|𝐽|,|𝐿| = 𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1

|𝐽|

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
|𝐿|

)).

Αντιστρόφως, αν𝒩 = (𝑏𝑖,𝑗)(𝑖,𝑗)∈Π𝑝,𝑞 ένα τετραγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού (𝑝, 𝑞), τότε υπάρχει μία μοναδική
(𝑝, 𝑞)-συμμετρική, 𝑝 + 𝑞-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸𝑝 ×𝔸𝑞 → ℰ τέτοια, ώστε

𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑗

)) = 𝑏𝑖,𝑗.

Επιπλέον, η αντίστοιχη διπολυωνυμική επιφάνεια βαθμού (𝑝, 𝑞), δίνεται από τη σχέση

𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑢,… , 𝑢
𝑝

, 𝑣, … , 𝑣
𝑞

) = 
0≤𝑖≤𝑝
0≤𝑗≤𝑞

𝐵𝑝𝑖 [𝑟1, 𝑠1](𝑢) 𝐵
𝑞
𝑗 [𝑟2, 𝑠2](𝑣) 𝑏𝑖,𝑗.

Παράδειγμα 10.10. Θεωρούμε τα ομοπαραλληλικά πλαίσια, (𝑟1, 𝑠1) = (0, 1), (𝑟2, 𝑠2) = (1, 2) του 𝔸, και
το τετραγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού (2, 1) στο 𝔸3, 𝑏0,0 = (1, 0, 1), 𝑏1,0 = (−1, 0, 0), 𝑏2,0 = (0, 1, −1),
𝑏0,1 = (1, 0, −2), 𝑏1,1 = (1, −1, −1), 𝑏2,1 = (0, 0, −1). Η αντίστοιχη διπολυωνυμική επιφάνεια βαθμού (2, 1)
είναι η απεικόνιση 𝐹 ∶ 𝔸 ×𝔸 → ℰ με

𝐹(𝑢, 𝑣) = 
0≤𝑖≤2
0≤𝑗≤1

𝐵2𝑖 (𝑢) 𝐵1𝑗 [𝑟2, 𝑠2](𝑣) 𝑏𝑖,𝑗

ή
𝐹(𝑢, 𝑣) = (𝐹1(𝑢, 𝑣), 𝐹2(𝑢, 𝑣), 𝐹3(𝑢, 𝑣)),

όπου

𝐹1(𝑢, 𝑣) = −3𝑢2𝑣 + 4𝑢2 + 2𝑢𝑣 − 4𝑢 + 𝑣
𝐹2(𝑢, 𝑣) = 3𝑢2𝑣 − 2𝑢2 − 4𝑢𝑣 + 4𝑢
𝐹3(𝑢, 𝑣) = 𝑢2𝑣 − 3𝑢2 + 4𝑢𝑣 − 4𝑢 − 5𝑣 + 6.

Στη συνέχεια θα δώσουμε ένα θεώρημα χαρακτηρισμού των διπολυωνυμικών επιφανειών ανάλογο με το
Θεώρημα 10.1.

Θεώρημα 10.2. Ας είναιℰ ένας ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 𝑛 ≥ 3 και (𝑎0, … , 𝑎𝑛+1) ένα ομοπαραλληλικό
πλαίσιό του. Θέτουμε �⃗�𝑖 = 𝑎0𝑎𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛). Η απεικόνιση 𝐹 ∶ 𝔸 ×𝔸 → ℰ ορίζει μία διπολυωνυμική επιφάνεια
βαθμού (𝑝, 𝑞), αν και μόνον αν, υπάρχουν πολυώνυμα 𝐹𝑖(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ[𝑥, 𝑦] (𝑖 = 1, … , 𝑛) με

𝑝 ≥ max{deg𝑥 𝐹1, … ,deg𝑥 𝐹𝑛} και 𝑞 ≥ max{deg𝑦 𝐹1, … ,deg𝑦 𝐹𝑛}

τέτοια, ώστε για κάθε 𝑢, 𝑣 ∈ 𝔸 να ισχύει:

𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑎0 + 𝐹1(𝑢, 𝑣)⃗𝑒1 +⋯+ 𝐹𝑛(𝑢, 𝑣)⃗𝑒𝑛.
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Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν 𝐹𝑖(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ[𝑥, 𝑦] (𝑖 = 1, … , 𝑛) με

𝑝 ≥ max{deg𝑥 𝐹1, … ,deg𝑥 𝐹𝑛} και 𝑞 ≥ max{deg𝑦 𝐹1, … ,deg𝑦 𝐹𝑛}

τέτοια, ώστε για κάθε 𝑢, 𝑣 ∈ 𝔸 να ισχύει:

𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑎0 + 𝐹1(𝑢, 𝑣)⃗𝑒1 +⋯+ 𝐹𝑛(𝑢, 𝑣)⃗𝑒𝑛.

Σύμφωνα με την Πρόταση 6.4, για κάθε 𝑣 ∈ 𝔸 υπάρχει μοναδική συμμετρική 𝑝-ομοπαραλληλική απεικόνιση
𝑓𝑗𝑣 ∶ 𝔸𝑝 →𝔸 με 𝑓𝑗𝑣(𝑢, … , 𝑢) = 𝐹𝑗(𝑢, 𝑣), για κάθε 𝑢 ∈ 𝔸. Από το Παράδειγμα 5.9, για κάθε (𝑢1, … , 𝑢𝑝) ∈ 𝔸𝑝,
έχουμε:

𝑓𝑗𝑣(𝑢1, … , 𝑢𝑝) = 𝐴
𝑗
0(𝑣) +

𝑝

𝑘=1

𝐴𝑗
𝑘(𝑣) 

𝑖1<…<𝑖𝑘
𝑢𝑖1 , … , 𝑢𝑖𝑘 ,

όπου𝐴𝑗
𝑘(𝑦) ∈ ℝ[𝑦] με deg𝐴

𝑗
𝑘 ≤ 𝑞. Aπό τηνΠρόταση 6.4, έχουμε ότι για κάθε 𝑘 ∈ {0, … , 𝑝}, υπάρχει μοναδική

συμμετρική 𝑞-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑎𝑗𝑘 ∶ 𝔸𝑞 → 𝔸 με 𝑎𝑗𝑘(𝑣, … , 𝑣) = 𝐴𝑗𝑘(𝑣), για κάθε 𝑣 ∈ 𝔸. Στη
συνέχεια, θεωρούμε την απεικόνιση 𝑓𝑗 ∶ 𝔸𝑝 ×𝔸𝑞 →𝔸 με

𝑓𝑗((𝑢1, … , 𝑢𝑝), (𝑣1, … , 𝑣𝑞)) =

𝑎𝑗0(𝑣1, … , 𝑣𝑞) +
𝑝

𝑘=1

𝑎𝑗𝑘(𝑣1, … , 𝑣𝑞) 
𝑖1<…<𝑖𝑘

𝑢𝑖1 , … , 𝑢𝑖𝑘 .

Οπότε, για κάθε 𝑢, 𝑣 ∈ 𝔸, ισχύει:

𝑓𝑗((𝑢, … , 𝑢
𝑝

), (𝑣, … , 𝑣
𝑞

)) = 𝑓𝑗𝑣(𝑢, … , 𝑢) = 𝐹𝑗(𝑢, 𝑣).

Σύμφωνα με το Πόρισμα 5.1, για κάθε 𝑣1, … , 𝑣𝑞 ∈ Α, η αντιστοιχία

(𝑢1, … , 𝑢𝑝) ⟼ 𝑓𝑗((𝑢1, … , 𝑢𝑝), (𝑣1, … , 𝑣𝑞))

ορίζει μία συμμετρική και 𝑝-ομοπαραλληλική απεικόνιση. Επίσης, καθώς οι απεικονίσεις 𝑎𝑗𝑘 είναι συμμετρικές,
η 𝑓𝑗 είναι συμμετρική ως προς 𝑣1, … , 𝑣𝑞. Επιπλέον, οι απεικονίσεις 𝑎

𝑗
𝑘 είναι 𝑞-ομοπαραλληλικές και επομένως

για κάθε 𝑢1, … , 𝑢𝑝 ∈ ℝ από το Παράδειγμα 5.8 έπεται ότι η 𝑓𝑗 είναι 𝑞-ομοπαραλληλική ως προς 𝑣1, … , 𝑣𝑞.
Τέλος, θεωρούμε την απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸𝑝 ×𝔸𝑞 → ℰ η οποία ορίζεται από τη σχέση

𝑓((𝑢1, … , 𝑢𝑝), (𝑣1, … , 𝑣𝑞)) = 𝑎0 +
𝑛

𝑗=1

𝑓𝑗((𝑢1, … , 𝑢𝑝), (𝑣1, … , 𝑣𝑞))⃗𝑒𝑗.

H 𝑓 είναι προφανώς μία (𝑝, 𝑞)-συμμετρική απεικόνιση. Τέλος, αποδεικνύεται, όπως και η αντίστοιχη απεικό-
νιση στοΘεώρημα 6.2, ότι η απεικόνιση𝑓 είναι 𝑝+𝑞-ομοπαραλληλική. Συνεπώς, η𝐹 ορίζει μία διπολυωνυμική
επιφάνεια με πολική μορφή την 𝑓.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι η απεικόνιση 𝐹 ∶ 𝔸 × 𝔸 → ℰ είναι μία διπολυωνυμική επιφάνεια βαθμού (𝑝, 𝑞).
Τότε, από την Πρόταση 10.2 για (𝑟1, 𝑠1) = (𝑟1, 𝑠1) = (0, 1), έχουμε:

𝐹(𝑢, 𝑣) = 
0≤𝑖≤𝑝
0≤𝑗≤𝑞

𝐵𝑝𝑖 (𝑢) 𝐵
𝑞
𝑗 (𝑣) 𝑏𝑖,𝑗,

όπου
𝑏𝑖,𝑗 = 𝑓((𝑟, … , 𝑟

𝑝−𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑖

), (𝑟, … , 𝑟
𝑞−𝑗

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

)).
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Στη συνέχεια, γράφουμε:
𝑏𝑖,𝑗 = 𝑎0 + 𝑏

(1)
𝑖,𝑗 �⃗�1 +⋯+ 𝑏(𝑛)𝑖,𝑗 �⃗�𝑛,

όπου 𝑏(1)𝑖,𝑗 , … , 𝑏
(𝑛)
𝑖,𝑗 ∈ ℝ (𝑖 = 0,… , 𝑝, 𝑗 = 0,… , 𝑞). Έτσι, προκύπτει:

𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑎0 + 
0≤𝑖≤𝑝
0≤𝑗≤𝑞

𝐵𝑝𝑖 (𝑢) 𝐵
𝑞
𝑗 (𝑣) (𝑏

(1)
𝑖,𝑗 �⃗�1 +⋯+ 𝑏(𝑛)𝑖,𝑗 �⃗�𝑛)

= 𝑎0 +
𝑛

𝑙=1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0≤𝑖≤𝑝
0≤𝑗≤𝑞

𝐵𝑝𝑖 (𝑢) 𝐵
𝑞
𝑗 (𝑣) 𝑏

(𝑙)
𝑖,𝑗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�⃗�𝑙.

Οπότε, έχουμε:

𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑎0 +
𝑛

𝑙=1

𝐹𝑖(𝑢, 𝑣) �⃗�𝑙,

όπου
𝐹𝑖(𝑥, 𝑦) = 

0≤𝑖≤𝑝
0≤𝑗≤𝑞

𝐵𝑝𝑖 (𝑥) 𝐵
𝑞
𝑗 (𝑦) 𝑏

(1)
𝑖,𝑗 .

Καθώς ισχύει deg𝐵𝑝𝑖 (𝑥) = 𝑝 και deg𝐵
𝑞
𝑗 (𝑦) = 𝑝, έχουμε deg𝑥 𝐹𝑖 ≤ 𝑝 και deg𝑦 𝐹𝑗 ≤ 𝑞.

Σχήμα 10.9:Η επιφάνεια 𝑧 = 2𝑥2 + 𝑦2 του Παραδείγματος 10.11.

Παράδειγμα 10.11. Θεωρούμε την απεικόνιση

𝐹 ∶ 𝔸 ×𝔸⟶𝔸3, (𝑢, 𝑣)⟼ (𝑢, 𝑣, 2𝑢2 + 𝑣2).

Σύμφωνα με το Θεώρημα 10.2, η 𝐹 ορίζει μία διπολυωνυμική επιφάνεια βαθμού (2, 2). Η πολική μορφή της 𝐹
είναι η απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸2 ×𝔸2 ⟶𝔸3 με

𝑓((𝑢1, 𝑢2), (𝑣1, 𝑣2)) = (
1
2(𝑢1 + 𝑢2),

1
2(𝑣1 + 𝑣2), 2𝑢1𝑢2 + 𝑣1𝑣2).

Tα σημεία ελέγχου της 𝐹 ως προς τα ομοπαραλληλικά πλαίσια (0, 1) και (−1, 1) είναι:

𝑏0,0 = 𝑓((0, 0), (−1, −1)) = (0, −1, 1),

𝑏1,0 = 𝑓((0, 1), (−1, −1)) = (
1
2 , −1, 1),
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𝑏2,0 = 𝑓((1, 1), (−1, −1)) = (1, −1, 3),

𝑏0,1 = 𝑓((0, 0), (−1, 1)) = (0, 0, −1),

𝑏0,2 = 𝑓((0, 0), (1, 1)) = (0, 1, 1),

𝑏1,1 = 𝑓((0, 1), (−1, 1)) = (
1
2 , 0, −1),

𝑏1,2 = 𝑓((0, 1), (1, 1)) = (
1
2 , 1, 1),

𝑏2,1 = 𝑓((1, 1), (−1, 1)) = (1, 0, 1),

𝑏2,2 = 𝑓((1, 1), (1, 1)) = (1, 1, 3).

Τέλος, ας σημειωθεί ότι το ίχνος της 𝐹 είναι το σύνολο

𝐹(𝔸 ×𝔸) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝔸3/ 𝑧 = 2𝑥2 + 𝑦2}.

Στη συνέχεια δίνουμε τον εξής γενικότερο ορισμό:

Ορισμός 10.10. Ας είναι ℰ ένας ομοπαραλληλικός χώρος διάστασης 𝑛 ≥ 3 και (𝑎0, … , 𝑎𝑛+1) ένα ομοπαραλ-
ληλικόπλαίσιό του.Θέτουμε �⃗�𝑖 = 𝑎0𝑎𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛).Μίααπεικόνιση𝐹 ∶ 𝒫 → ℰ καλείται (παραμετροποιημένη)
πολυωνυμική επιφάνεια, αν υπάρχουν πολυώνυμα 𝐹𝑖(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ[𝑥, 𝑦] (𝑖 = 1, … , 𝑛) τέτοια, ώστε για κάθε 𝑢, 𝑣 ∈
𝔸 να ισχύει:

𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑎0 + 𝐹1(𝑢, 𝑣)⃗𝑒1 +⋯+ 𝐹𝑛(𝑢, 𝑣)⃗𝑒𝑛.

Από τα θεωρήματα 10.1 και 10.2 προκύπτει ότι μία πολυωνυμική επιφάνεια χαρακτηρίζεται ως επιφάνεια
ολικού βαθμού ή διπολυωνυμική επιφάνεια σε σχέση με τον τρόπο τον οποίο επιλέγουμε για να θεωρήσουμε
την πολική της μορφή.

10.5 Αλγόριθμος του 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑠𝑡𝑒𝑙𝑗𝑎𝑢 για Διπολυωνυμικές Επιφάνειες

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε την εκδοχή του αλγορίθμου του de Casteljau για την περίπτωση
των διπολυωνυμικών επιφανειών. Ας είναι (𝑟1, 𝑠1) και (𝑟2, 𝑠2) δύο ομοπαραλληλικά πλαίσια του 𝔸 και𝒩 =
(𝑏𝑖,𝑗)(𝑖,𝑗)∈Π𝑝,𝑞 ένα τετραγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού (𝑝, 𝑞). Από την Πρόταση 10.2 έπεται ότι υπάρχει μία
μοναδική (𝑝, 𝑞)-συμμετρική, 𝑝 + 𝑞-ομοπαραλληλική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸𝑝 ×𝔸𝑞 → ℰ τέτοια, ώστε

𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑗

)) = 𝑏𝑖,𝑗.

Ας είναι 𝐹 ∶ 𝔸 × 𝔸 → ℰ η αντίστοιχη διπολυωνυμική επιφάνεια βαθμού (𝑝, 𝑞) και 𝑢, 𝑣 ∈ 𝔸. Ο αλγόριθμος
του de Casteljau υπολογίζει το σημείο 𝐹(𝑢, 𝑣). Για κάθε 𝑖 = 0,… , 𝑝, o αλγόριθμος του de Casteljau (για
καμπύλες) εφαρμόζεται στα σημεία ελέγχου 𝑏𝑖,0, … , 𝑏𝑖,𝑞 και δίνει το σημείο 𝑏𝑖∗. Στη συνέχεια, ο αλγόριθμος
αυτός εφαρμόζεται στα σημεία 𝑏0∗, … , 𝑏𝑝∗ και προκύπτει το σημείο 𝐹(𝑢, 𝑣). Πιο αναλυτικά, η διαδικασία αυτή
παρουσιάζεται παρακάτω.

Αλγόριθμος 10.3. Αλγόριθμος του de Casteljau-1.
Είσοδος: Ένα τετραγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού (𝑝, 𝑞),𝒩 = (𝑏𝑖,𝑗)(𝑖,𝑗)∈Π𝑝,𝑞 , δύο ομοπαραλληλικά πλαίσια
(𝑟1, 𝑠1), (𝑟2, 𝑠2) του𝔸 και 𝑢, 𝑣 ∈ 𝔸.
Έξοδος:Το σημείο 𝐹(𝑢, 𝑣).

1. Για κάθε (𝑖, 𝑗) ∈ Π𝑝,𝑞, θέτουμε 𝑏0𝑖∗,𝑗 = 𝑏𝑖,𝑗.

2. Για κάθε 𝑖 = 0,… , 𝑝,
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(α) για κάθε 𝑗 = 1, … , 𝑞 και 𝑘 = 0,… , 𝑞 − 𝑗 υπολογίζουμε:

𝑏𝑗𝑖∗,𝑘 =
𝑠2 − 𝑣
𝑠2 − 𝑟2

𝑏𝑗−1𝑖∗,𝑘 +
𝑣 − 𝑟2
𝑠2 − 𝑟2

𝑏𝑗−1𝑖∗,𝑘+1.

(β) Θέτουμε 𝑏𝑖∗ = 𝑏
𝑞
𝑖∗,0.

3. Για 𝑖 = 0,… , 𝑝, θέτουμε 𝑏0𝑖∗ = 𝑏𝑖∗.

4. Για 𝑗 = 1, … , 𝑝 και 𝑖 = 0,… , 𝑝 − 𝑗 υπολογίζουμε:

𝑏𝑗𝑖∗ =
𝑠1 − 𝑢
𝑠1 − 𝑟1

𝑏𝑗−1𝑖∗ + 𝑢 − 𝑟1
𝑠1 − 𝑟1

𝑏𝑗−1𝑖+1∗.

5. Eξάγουμε το σημείο 𝑏𝑝0∗.

Απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου.Θα δείξουμε πρώτα ότι για κάθε 𝑖 ∈ {0, … , 𝑝} ισχύει:

𝑏𝑗𝑖∗,𝑘 = 𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑣, … , 𝑣
𝑗

, 𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑘

)),

όπου 𝑗 = 1, … , 𝑞 και 𝑘 = 0,… , 𝑞 − 𝑗. Για 𝑗 = 1, έχουμε:

𝑏1𝑖∗,𝑘 =
𝑠2 − 𝑣
𝑠2 − 𝑟2

𝑏0𝑖∗,𝑘 +
𝑣 − 𝑟2
𝑠2 − 𝑣2

𝑏0𝑖∗,𝑘+1 =
𝑠2 − 𝑣
𝑠2 − 𝑟2

𝑏𝑖,𝑘 +
𝑣 − 𝑟2
𝑠2 − 𝑣2

𝑏𝑖,𝑘+1.

Kαθώς η απεικόνιση 𝑓 είναι πολυομοπαραλληλική και

𝑏𝑖,𝑗 = 𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑗

)) (𝑗 = 𝑘, 𝑘 + 1),

η παραπάνω ισότητα μας δίνει:

𝑏1𝑖∗,𝑘 = 𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑣, 𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑘

)).

Ας υποθέσουμε στη συνέχεια ότι η ισότητα ισχύει για 𝑗 = 𝑙. Θα δείξουμε ότι ισχύει και για 𝑗 = 𝑙 + 1. Έχουμε:

𝑏𝑙+1𝑖∗,𝑘 =
𝑠2 − 𝑣
𝑠2 − 𝑟2

𝑏𝑙𝑖∗,𝑘 +
𝑣 − 𝑟2
𝑠2 − 𝑣2

𝑏𝑙𝑖∗,𝑘+1.

Σύμφωνα με την υπόθεση της επαγωγής, για 𝜇 = 𝑘, 𝑘 + 1, ισχύει:

𝑏𝑙𝑖∗,𝜇 = 𝑓((𝑟1, … , 𝑟1 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑣, … , 𝑣
𝑙

, 𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝜇

)).

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, παίρνουμε:

𝑏𝑙+1𝑖∗,𝑘 = 𝑓((𝑟1, … , 𝑟1 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑣, … , 𝑣
𝑙+1

, 𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑘

)).

Επομένως, η προς απόδειξη ισότητα ισχύει. Έτσι, για 𝑗 = 𝑞, προκύπτει:

𝑏𝑖∗ = 𝑏
𝑞
𝑖∗,0 = 𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1

𝑖

), (𝑣, … , 𝑣)).



ΟΜΟΠΑΡΑΛΛΗΛΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ ΚΑΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ 189

Στη συνέχεια, θα δείξουμε ότι ισχύει:

𝑏𝑗𝑖∗ = 𝑓((𝑢, … , 𝑢
𝑗

, 𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑣, … , 𝑣)).

Για 𝑗 = 1 έχουμε:

𝑏1𝑖∗ = 𝑠1 − 𝑢
𝑠1 − 𝑟1

𝑏𝑖∗ +
𝑢 − 𝑟1
𝑠1 − 𝑣1

𝑏𝑖+1∗

= 𝑠1 − 𝑢
𝑠1 − 𝑟1

𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑣, … , 𝑣))

+ 𝑢 − 𝑟1𝑠1 − 𝑣1
𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1

𝑖+1

), (𝑣, … , 𝑣))

= 𝑓((𝑢, 𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑣, … , 𝑣)).

Υποθέτουμε ότι η ισότητα ισχύει για 𝑗 = 𝑙. Θα δείξουμε ότι ισχύει για 𝑗 = 𝑙 + 1. Έχουμε:

𝑏𝑙+1𝑖∗ = 𝑠1 − 𝑢
𝑠1 − 𝑟1

𝑏𝑙𝑖∗ +
𝑢 − 𝑟1
𝑠1 − 𝑣1

𝑏𝑙𝑖+1∗.

Επίσης, από την υπόθεση της επαγωγής, για 𝜇 = 𝑖, 𝑖 + 1, ισχύει:

𝑏𝑙𝜇∗ = 𝑓((𝑢, … , 𝑢
𝑙

, 𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝜇

), (𝑣, … , 𝑣)).

Οπότε, η πολυομοπαραλληλικότητα της 𝑓 δίνει:

𝑏𝑙+1𝑖∗ = 𝑓((𝑢, … , 𝑢
𝑙+1

, 𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑣, … , 𝑣)).

Άρα, η προς απόδειξη ισότητα αληθεύει. Έτσι, για 𝑗 = 𝑝, παίρνουμε:

𝑏𝑝0∗ = 𝑓((𝑢, … , 𝑢), (𝑣, … , 𝑣)) = 𝐹(𝑢, 𝑣).

Παράδειγμα 10.12. Ας είναι𝒩 = (𝑏𝑖,𝑗)(𝑖,𝑗)∈Π2,2 ένα τετραγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού (2, 2) στο𝔸3, όπου

𝑏0,0 = (0, 1, 0), 𝑏0,1 = (1, 0, 1), 𝑏0,2 = (−1, 0, 0),

𝑏1,0 = (1, 0, −1), 𝑏2,0 = (2, −1, 0), 𝑏1,1 = (2, 0, −1),

𝑏1,2 = (1, 2, −1), 𝑏2,1 = (0, 2, 1), 𝑏2,2 = (1, 2, −2).

Επίσης, θεωρούμε τα ομοπαραλληλικά πλαίσια (0, 2), (−1, 1) του 𝔸. Συμβολίζουμε με 𝐹 τη διπολυωνυμική
επιφάνεια η οποία ορίζεται από τα δύο ομοπαραλληλικά πλαίσια και το τετραγωνικό δίκτυο ελέγχου𝒩 . Θα
υπολογίσουμε το σημείο 𝐹(1, 0) εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο του de Casteljau-1.

Αρχίζοντας, για κάθε (𝑖, 𝑗) ∈ Π2,2, θέτουμε 𝑏0𝑖∗,𝑗 = 𝑏𝑖,𝑗. Για 𝑖 = 0 και (𝑗, 𝑘) = (1, 0), (1, 1), (2, 0) έχουμε:

𝑏10∗,0 =
1
2𝑏0,0 +

1
2𝑏0,1 =

1
2(0, 1, 0) +

1
2(1, 0, 1) = (

1
2 ,
1
2 ,
1
2),

𝑏10∗,1 =
1
2𝑏0,1 +

1
2𝑏0,2 =

1
2(1, 0, 1) +

1
2(−1, 0, 0) = (0, 0,

1
2),
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𝑏20∗,0 =
1
2𝑏

1
0∗,0 +

1
2𝑏

1
0∗,1 =

1
2(
1
2 ,
1
2 ,
1
2) +

1
2(0, 0,

1
2) = (

1
4 ,
1
4 ,
1
2).

Θέτουμε:

𝑏0∗ = 𝑏20∗,0 = (
1
4 ,
1
4 ,
1
2).

Για 𝑖 = 1 και (𝑗, 𝑘) = (1, 0), (1, 1), (2, 0) έχουμε:

𝑏11∗,0 =
1
2𝑏1,0 +

1
2𝑏1,1 =

1
2(1, 0, −1) +

1
2(2, 0, −1) = (

3
2 , 0, −1),

𝑏11∗,1 =
1
2𝑏1,1 +

1
2𝑏1,2 =

1
2(2, 0, −1) +

1
2(1, 2, −1) = (

3
2 , 1, −1),

𝑏21∗,0 =
1
2𝑏

1
1∗,0 +

1
2𝑏

1
1∗,1 =

1
2(
3
2 , 0, −1) +

1
2(
3
2 , 1, −1) = (

3
2 ,
1
2 , −1).

Θέτουμε:

𝑏1∗ = 𝑏21∗,0 = (
3
2,
1
2 , −1).

Για 𝑖 = 2 και (𝑗, 𝑘) = (1, 0), (1, 1), (2, 0) παίρνουμε:

𝑏12∗,0 =
1
2𝑏2,0 +

1
2𝑏2,1 =

1
2(2, −1, 0) +

1
2(0, 2, 1) = (1,

1
2 ,
1
2),

𝑏12∗,1 =
1
2𝑏2,1 +

1
2𝑏2,2 =

1
2(0, 2, 1) +

1
2(1, 2, −2) = (

1
2 , 2, −

1
2),

𝑏22∗,0 =
1
2𝑏

1
2∗,0 +

1
2𝑏

1
2∗,1 =

1
2(1,

1
2 ,
1
2) +

1
2(
1
2 , 2, −

1
2) = (

3
4 ,
5
4 , 0).

Θέτουμε:

𝑏2∗ = 𝑏22∗,0 = (
3
4,
5
4 , 0).

Τέλος, για (𝑗, 𝑖) = (1, 0), (1, 1), (2, 0), έχουμε:

𝑏10∗ =
1
2𝑏0∗ +

1
2𝑏1∗ =

1
2(
1
4 ,
1
4 ,
1
2) +

1
2(
3
2 ,
1
2 , −1) = (

7
8 ,
3
8 , −

1
4),

𝑏11∗ =
1
2𝑏1∗ +

1
2𝑏2∗ =

1
2(
3
2 ,
1
2 , −1) +

1
2(
3
4 ,
5
4 , 0) = (

9
8 ,
7
8 , −

1
2),

𝑏20∗ =
1
2𝑏

1
0∗ +

1
2𝑏

1
1∗ =

1
2(
7
8 ,
3
8 , −

1
4) +

1
2(
9
8 ,
7
8 , −

1
2) = (1,

5
8 , −

3
8).

Έτσι, παίρνουμε:

𝐹(1, 0) = 𝑏20∗ = (1,
5
8 , −

3
8).

Εναλλακτικά, για κάθε 𝑗 = 1, … , 𝑞 o αλγόριθμος του de Casteljau (για καμπύλες) εφαρμόζεται στα σημεία
ελέγχου 𝑏0,𝑗, … , 𝑏𝑝,𝑗 και δίνει τοσημείο 𝑏∗𝑗. Στησυνέχεια, ο ίδιος αλγόριθμος εφαρμόζεται στασημεία 𝑏∗0, … , 𝑏∗𝑞
και υπολογίζεται το σημείο 𝐹(𝑢, 𝑣). Παρακάτω δίνουμε και αυτή την εκδοχή του αλγορίθμου του deCasteljau.

Αλγόριθμος 10.4. Αλγόριθμος του de Casteljau-2.
Είσοδος: Ένα τετραγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού (𝑝, 𝑞),𝒩 = (𝑏𝑖,𝑗)(𝑖,𝑗)∈Π𝑝,𝑞 , δύο ομοπαραλληλικά πλαίσια
(𝑟1, 𝑠1), (𝑟2, 𝑠2) του𝔸 και 𝑢, 𝑣 ∈ 𝔸.
Έξοδος:Το σημείο 𝐹(𝑢, 𝑣).

1. Για κάθε (𝑖, 𝑗) ∈ Π𝑝,𝑞, θέτουμε 𝑏0𝑖,∗𝑗 = 𝑏𝑖,𝑗.

2. Για κάθε 𝑗 = 0,… , 𝑞,



ΟΜΟΠΑΡΑΛΛΗΛΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ ΚΑΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ 191

(α) για κάθε 𝑖 = 1, … , 𝑝 και 𝑘 = 0,… , 𝑝 − 𝑖 υπολογίζουμε:

𝑏𝑖𝑘,∗𝑗 =
𝑠1 − 𝑢
𝑠1 − 𝑟1

𝑏𝑖−1𝑘,∗𝑗 +
𝑢 − 𝑟1
𝑠1 − 𝑟1

𝑏𝑖−1𝑘+1,∗𝑗.

(β) Θέτουμε 𝑏∗𝑗 = 𝑏
𝑝
0,∗𝑗.

3. Για 𝑗 = 0,… , 𝑞, θέτουμε 𝑏0∗𝑗 = 𝑏∗𝑗.

4. Για 𝑖 = 1, … , 𝑞 και 𝑗 = 0,… , 𝑞 − 𝑖 υπολογίζουμε:

𝑏𝑖∗𝑗 =
𝑠2 − 𝑣
𝑠2 − 𝑟2

𝑏𝑖−1∗𝑗 + 𝑣 − 𝑟2
𝑠2 − 𝑟2

𝑏𝑖−1∗𝑗+1.

5. Eξάγουμε το σημείο 𝑏𝑞∗0.

Η απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου είναι παρόμοια με αυτή της προηγούμενης εκδοχής του. Ας
σημειωθεί όμως ότι έχουμε:

𝑏𝑖𝑘,∗𝑗 = 𝑓(𝑢,… , 𝑢
𝑖

, 𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑘

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑗

))

και
𝑏𝑖∗𝑗 = 𝑓((𝑢, … , 𝑢), (𝑣, … , 𝑣

𝑖

, 𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑗

).

Σχήμα 10.10: O αλγορίθμου τουDe Casteljau-2 για (𝑝, 𝑞) = (3, 2).

Παράδειγμα 10.13. Θεωρούμε το δίκτυο𝒩 = (𝑏𝑖,𝑗)(𝑖,𝑗)∈Π2,2 του Παραδείγματος 10.12, τα ομοπαραλληλικά
πλαίσια (0, 2), (−1, 1), καθώς και τη διπολυωνυμική επιφάνεια 𝐹 η οποία ορίζεται από αυτά. Θα υπολογίσουμε
το σημείο 𝐹(1, 0) χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο του de Casteljau-2.

Πρώτα, για κάθε (𝑖, 𝑗) ∈ Π2,2, θέτουμε 𝑏0𝑖,∗𝑗 = 𝑏𝑖,𝑗. Για 𝑗 = 0 και (𝑖, 𝑘) = (1, 0), (1, 1), (2, 0) έχουμε:

𝑏10,∗0 =
1
2𝑏0,∗0 +

1
2𝑏1,∗0 =

1
2(0, 1, 0) +

1
2(1, 0, −1) = (

1
2 ,
1
2 , −

1
2),

𝑏11,∗0 =
1
2𝑏1,0 +

1
2𝑏2,0 =

1
2(1, 0, −1) +

1
2(2, −1, 0) = (

3
2 , −

1
2 , −

1
2),

𝑏20,∗0 =
1
2𝑏

1
0,∗0 +

1
2𝑏

1
1,∗0 =

1
2(
1
2 ,
1
2 , −

1
2) +

1
2(
3
2 , −

1
2 , −

1
2) = (1, 0, −

1
2).

Θέτουμε:

𝑏∗0 = 𝑏20,∗0 = (1, 0, −
1
2).
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Για 𝑗 = 1 και (𝑖, 𝑘) = (1, 0), (1, 1), (2, 0) έχουμε:

𝑏10,∗1 =
1
2𝑏0,1 +

1
2𝑏1,1 =

1
2(1, 0, 1) +

1
2(2, 0, −1) = (

3
2 , 0, −0),

𝑏11,∗1 =
1
2𝑏1,1 +

1
2𝑏2,1 =

1
2(2, 0, −1) +

1
2(0, 2, 1) = (1, 1, 0),

𝑏20,∗1 =
1
2𝑏

1
0,∗1 +

1
2𝑏

1
1,∗1 =

1
2(
3
2 , 0, −1) +

1
2(1, 1, −1) = (

5
4 ,
1
2 , 0).

Θέτουμε:

𝑏∗1 = 𝑏20,∗1 = (
5
4,
1
2 , 0).

Για 𝑗 = 2 και (𝑖, 𝑘) = (1, 0), (1, 1), (2, 0) παίρνουμε:

𝑏10,∗2 =
1
2𝑏0,2 +

1
2𝑏1,2 =

1
2(−1, 0, 0) +

1
2(1, 2, −1) = (0, 1, −

1
2),

𝑏11,∗2 =
1
2𝑏1,2 +

1
2𝑏2,2 =

1
2(1, 2, −1) +

1
2(1, 2, −2) = (1, 2, −

3
2),

𝑏20,∗2 =
1
2𝑏

1
0,∗2 +

1
2𝑏

1
1,∗2 =

1
2(0, 1, −

1
2) +

1
2(1, 2, −

3
2) = (

1
2 ,
3
2 , −1).

Θέτουμε:

𝑏∗2 = 𝑏20,∗2 = (
1
2 ,
3
2 , −1).

Τέλος, για (𝑖, 𝑗) = (1, 0), (1, 1), (2, 0), έχουμε:

𝑏1∗0 =
1
2𝑏∗0 +

1
2𝑏∗1 =

1
2(1, 0, −

1
2) +

1
2(
5
4 ,
1
2 , −0) = (

9
8 ,
1
4 , −

1
4),

𝑏1∗1 =
1
2𝑏∗1 +

1
2𝑏∗2 =

1
2(
5
4 ,
1
2 , −0) +

1
2(
1
2 ,
3
2 , −1) = (

7
8 , 1, −

1
2),

𝑏2∗0 =
1
2𝑏

1
∗0 +

1
2𝑏

1
∗1 =

1
2(
9
8 ,
1
4 , −

1
4) +

1
2(
7
8 , 1, −

1
2) = (1,

5
8 , −

3
8).

Έτσι, παίρνουμε:

𝐹(1, 0) = 𝑏2∗0 = (1,
5
8 , −

3
8).

10.6 Αλγόριθμος Υποδιαίρεσης για Διπολυωνυμικές Επιφάνειες

Θεωρούμε δύο ομοπαραλληλικά πλαίσια του𝔸, (𝑟1, 𝑠1) και (𝑟2, 𝑠2), και𝒩 = (𝑏𝑖,𝑗)(𝑖,𝑗)∈Π𝑝,𝑞 ένα τετραγωνικό δί-
κτυο ελέγχουβαθμού (𝑝, 𝑞). Ας είναι𝑓 ∶ 𝔸𝑝×𝔸𝑞 → ℰ ημοναδική (𝑝, 𝑞)-συμμετρικήκαι𝑝+𝑞-ομοπαραλληλική
απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝔸𝑝 ×𝔸𝑞 → ℰ με

𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑗

)) = 𝑏𝑖,𝑗,

και 𝐹 ∶ 𝔸 ×𝔸 → ℰ η αντίστοιχη διπολυωνυμική επιφάνεια βαθμού (𝑝, 𝑞).

Ορισμός 10.11. Το σύνολο

𝒮𝑟1,𝑠1,𝑟2,𝑠2(𝐹) = {𝐹(𝑢, 𝑣)/ 𝑟1 ≤ 𝑢 ≤ 𝑠1, 𝑟2 ≤ 𝑣 ≤ 𝑠2}

καλείται τετραγωνικό τεμάχιο της επιφάνειας 𝐹 ως προς τα ομοπαραλληλικά πλαίσια (𝑟1, 𝑠1) και (𝑟2, 𝑠2). Τα
σημεία 𝑏0,0, 𝑏0,𝑞, 𝑏𝑝,0, 𝑏𝑝,𝑞 ανήκουν στο𝒮𝑟1,𝑠1,𝑟2,𝑠2(𝐹) και καλούνται γωνίες του𝒮𝑟1,𝑠1,𝑟2,𝑠2(𝐹).
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Ας σημειωθεί ότι συνδέοντας κάθε σημείο 𝑏𝑖,𝑗 του𝒩 με τα 𝑏𝑖+1,𝑗, 𝑏𝑖,𝑗+1, 𝑏𝑖+1,𝑗+1 δημιουργούνται 𝑝𝑞 τετρά-
γωνα τα οποία δίνουν μία χονδρική προσέγγιση του τετραγωνικού τεμαχίου𝒮𝑟1,𝑠1,𝑟2,𝑠2(𝐹). Στη συνέχεια θα
δείξουμε πώς προσεγγίζονται τετραγωνικά τεμάχια μίας διπολυωνυμικής επιφάνειας χρησιμοποιώντας διαδο-
χικές υποδιαιρέσεις.

Ας είναι (𝑢, 𝑣) ∈ 𝔸×𝔸 με 𝑟1 ≤ 𝑢 ≤ 𝑠1 και 𝑟2 ≤ 𝑣 ≤ 𝑠2. Μπορούμε να υποδιαιρέσουμε το δίκτυο𝒩 με δύο
τρόπους. Ο πρώτος τρόπος είναι να υπολογίσουμε τα δύο δίκτυα𝒩 [𝑟1, 𝑢; ∗] και𝒩 [𝑢, 𝑠1; ∗], όπου

𝒩 [𝑟1, 𝑢; ∗]𝑖,𝑗 = 𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑢, … , 𝑢
𝑖

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑗

)),

με 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 και 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑞, και

𝒩 [𝑢, 𝑠1; ∗]𝑖,𝑗 = 𝑓((𝑢, … , 𝑢, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑗

)),

με 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 και 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑞. Για καθένα υπολογισμό χρησιμοποιείται ο αλγόριθμος του de Casteljau (για κα-
μπύλες) 𝑞+1φορές. Χρησιμοποιώντας τους συμβολισμούς που δώσαμε κατά την παρουσίαση του αλγορίθμου
του de Casteljau-2 έχουμε:

𝒩 [𝑟1, 𝑢; ∗]𝑖,𝑗 = 𝑏𝑖0,∗𝑗 και 𝒩 [𝑢, 𝑠1; ∗]𝑖,𝑗 = 𝑏
𝑝−𝑖
𝑖,∗𝑗 .

O δεύτερος τρόπος είναι να υπολογίσουμε τα δύο δίκτυα𝒩 [∗; 𝑟2, 𝑣] και𝒩 [∗; 𝑣, 𝑠2], όπου

𝒩 [∗; 𝑟2, 𝑣]𝑖,𝑗 = 𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑣, … , 𝑣
𝑗

))

με 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 και 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑞, και

𝒩 [∗; 𝑣, 𝑠2]𝑖,𝑗 = 𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑣, … , 𝑣, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑗

))

με 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 και 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑞. Για καθένα υπολογισμό χρησιμοποιείται ο αλγόριθμος του de Casteljau (για
καμπύλες) 𝑝 + 1 φορές. Χρησιμοποιώντας τους συμβολισμούς που δώσαμε κατά την παρουσίαση του αλγο-
ρίθμου του de Casteljau-1 έχουμε:

𝒩 [∗; 𝑟2, 𝑣]𝑖,𝑗 = 𝑏
𝑗
𝑖∗,0 και 𝒩 [∗; 𝑣, 𝑠2]𝑖,𝑗 = 𝑏

𝑞−𝑗
𝑖∗,𝑗 .

Έτσι, υποδιαιρούμε το𝒩 με τον δεύτερο τρόποσταδίκτυα𝒩 [∗; 𝑟2, 𝑣],𝒩 [∗; 𝑣, 𝑠2]και στησυνέχεια καθένα
από αυτά με τον πρώτο τρόπο στα δίκτυα𝒩 [𝑟1, 𝑢; 𝑟2, 𝑣],𝒩 [𝑢, 𝑠1; 𝑟2, 𝑣] και𝒩 [𝑟1, 𝑢; 𝑣, 𝑠2],𝒩 [𝑢, 𝑠1; 𝑣, 𝑠2],
αντίστοιχα. Έτσι, έχουμε:

𝒩 [𝑟1, 𝑢; 𝑟2, 𝑣]𝑖,𝑗 = 𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑢, … , 𝑢
𝑖

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑣, … , 𝑣
𝑗

)),

𝒩 [𝑢, 𝑠1; 𝑟2, 𝑣]𝑖,𝑗 = 𝑓((𝑢, … , 𝑢, 𝑠1, … , 𝑠1
𝑖

), (𝑟2, … , 𝑟2, 𝑣, … , 𝑣
𝑗

))

και
𝒩 [𝑟1, 𝑢; 𝑣, 𝑠2]𝑖,𝑗 = 𝑓((𝑟1, … , 𝑟1, 𝑢, … , 𝑢

𝑖

), (𝑣, … , 𝑣, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑗

)),

𝒩 [𝑢, 𝑠1; 𝑟2, 𝑣]𝑖,𝑗 = 𝑓((𝑢, … , 𝑢, 𝑟2, … , 𝑟2
𝑖

), (𝑣, … , 𝑣, 𝑠2, … , 𝑠2
𝑗

)).

Παρατηρούμε ότι το σημείο 𝐹(𝑢, 𝑣) είναι κοινό και στα τέσσερα δίκτυα.
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Σχήμα 10.11: Υποδιαίρεση τετραγωνικού τεμαχίου.

Παράδειγμα 10.14. Θεωρούμε το τετραγωνικό δίκτυο ελέγχου βαθμού (2, 2),𝒩 = (𝑏𝑖,𝑗)(𝑖,𝑗)∈Π2,2 , τουΠαρα-
δείγματος 10.12, τα ομοπαραλληλικά πλαίσια (0, 2), (−1, 1) του𝔸 καθώς και τη διπολυωνυμική επιφάνεια 𝐹
η οποία ορίζεται από αυτά. Θα υποδιαιρέσουμε το δίκτυο𝒩 σε τέσσερα δίκτυα χρησιμοποιώντας το σημείο
(1, 0) και τους υπολογισμούς των Παραδειγμάτων 10.12 και 10.13. Πρώτα, θα υποδιαιρέσουμε το 𝒩 στα
υποδίκτυα𝒩 [∗; −1, 0] και𝒩 [∗; 0, 1]. Τα σημεία του𝒩 [∗; −1, 0] είναι:

𝒩 [∗; −1, 0]0,0 = 𝑏00∗,0 = 𝑏0,0 = (0, 1, 0),

𝒩 [∗; −1, 0]1,0 = 𝑏01∗,0 = 𝑏1,0 = (1, 0, −1),

𝒩 [∗; −1, 0]2,0 = 𝑏02∗,0 = 𝑏2,0 = (2, −1, 0),

𝒩 [∗; −1, 0]0,1 = 𝑏10∗,0 = (
1
2 ,
1
2 ,
1
2),

𝒩 [∗; −1, 0]0,2 = 𝑏20∗,0 = (
1
4 ,
1
4 ,
1
2),

𝒩 [∗; −1, 0]1,1 = 𝑏11∗,0 = (
3
2, 0, −1),

𝒩 [∗; −1, 0]2,1 = 𝑏12∗,0 = (1,
1
2 , 1),

𝒩 [∗; −1, 0]1,2 = 𝑏21∗,0 = (
5
4,
1
2 , −1),

𝒩 [∗; −1, 0]2,2 = 𝑏22∗,0 = (
3
4,
5
4 ,
1
4).

Τα σημεία του𝒩 [∗; 0, 1] είναι:

𝒩 [∗; 0, 1]0,0 = 𝑏20∗,0 = (
1
4 ,
1
4 ,
1
2),

𝒩 [∗; 0, 1]1,0 = 𝑏21∗,0 = (
5
4,
1
2 , −1),

𝒩 [∗; 0, 1]2,0 = 𝑏22∗,0 = (
3
4,
5
4 ,
1
4),

𝒩 [∗; 0, 1]0,1 = 𝑏10∗,1 = (0, 0,
1
2),

𝒩 [∗; 0, 1]0,2 = 𝑏00∗,2 = 𝑏0,2 = (−1, 0, 0),

𝒩 [∗; 0, 1]1,1 = 𝑏11∗,1 = (1, 1, −1),

𝒩 [∗; 0, 1]2,1 = 𝑏12∗,1 = (
1
2 , 2, −

1
2),
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𝒩 [∗; 0, 1]1,2 = 𝑏01∗,2 = 𝑏1,2 = (1, 2, −1),

𝒩 [∗; 0, 1]2,2 = 𝑏02∗,2 = 𝑏2,2 = (1, 2, −2).

Στη συνέχεια θα υποδιαιρέσουμε το𝒩 [∗; −1, 0] στα δίκτυα𝒩 [0, 1; −1, 0] και𝒩 [1, 2; −1, 0]. Θα υπολογί-
σουμε τα σημεία του𝒩 [0, 1; −1, 0]. Αμέσως παίρνουμε τα εξής σημεία:

𝒩 [0, 1; −1, 0]0,0 = 𝑓((0, 0), (−1, −1)) = 𝒩 [∗; −1, 0]0,0 = 𝑏00∗,0 = (0, 1, 0),

𝒩 [0, 1; −1, 0]0,1 = 𝑓((0, 0), (−1, 0)) = 𝒩 [∗; −1, 0]0,1 = 𝑏10∗,0 = (
1
2 ,
1
2 ,
1
2),

𝒩 [0, 1; −1, 0]0,2 = 𝑓((0, 0), (0, 0)) = 𝒩 [∗; −1, 0]0,2 = 𝑏20∗,0 = (
1
4 ,
1
4 ,
1
2),

𝒩 [0, 1; −1, 0]1,0 = 𝑓((0, 1), (−1, −1)) = 𝒩 [0, 1; ∗]1,0 = 𝑏10,∗0 = (
1
2 ,
1
2 , −

1
2),

𝒩 [0, 1; −1, 0]2,0 = 𝑓((1, 1), (−1, −1)) = 𝒩 [0, 1; ∗]2,0 = 𝑏20,∗0 = (1, 0, −
1
2).

Γράφουμε:

1 = 1
2 0 +

1
2 2 και 0 = 1

2(−1) +
1
2 1.

Έτσι, έχουμε:

𝒩 [0, 1; −1, 0]1,1 = 𝑓((0, 1), (−1, 0))

= 𝑓((0, 12 0 +
1
2 2), (−1, 0))

= 1
2𝑓((0, 0), (−1, 0)) +

1
2𝑓((0, 2), (−1, 0))

= 1
2𝒩 [∗; −1, 0]0,1 +

1
2𝒩 [∗; −1, 0]1,1

= 1
2(
1
2 ,
1
2 ,
1
2) +

1
2(
3
2 , 0, −1)

= (1, 14 , −
1
4),

𝒩 [0, 1; −1, 0]2,1 = 𝑓((1, 1), (−1, 0))

= 𝑓((1, 1), (−1, 12(−1) +
1
2 1))

= 1
2𝑓((1, 1), (−1, −1) +

1
2𝑓((1, 1), (−1, 1))

= 1
2𝒩 [0, 1; ∗]2,0 +

1
2𝒩 [0, 1; ∗]2,1

= 1
2𝑏

2
0,∗0 +

1
2𝑏

2
0,∗1

= 1
2(1, 0, −

1
2) +

1
2(
5
4 ,
1
2 , 0)

= (98 ,
1
4 , −

1
4),
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𝒩 [0, 1; −1, 0]1,2 = 𝑓((0, 1), (0, 0))

= 𝑓((0, 12 0 +
1
2 2), (0, 0))

= 1
2𝑓((0, 0), (0, 0)) +

1
2𝑓((0, 2), (0, 0))

= 1
2𝒩 [∗; −1, 0]0,2 +

1
2𝒩 [∗; −1, 0]1,2

= 1
2(
1
4 ,
1
4 ,
1
2) +

1
2(
5
4 ,
1
2 , −1)

= (34 ,
3
8 , −

1
4)

και
𝒩 [0, 1; −1, 0]2,2 = 𝑓((1, 1), (0, 0)) = 𝐹(1, 0) = (1,

5
8 , −

3
8).

Ομοίως υπολογίζονται και τα σημεία των τριών άλλων δικτύων.

Ασκήσεις

10.6.1 Θεωρούμε την επιφάνεια 𝐹 με ίχνος το οποίο ορίζεται από την εξίσωση

𝑧 = 𝑥3 − 3𝑥𝑦2.

Ναυπολογιστεί ένα τριγωνικόδίκτυογια την𝐹ωςπρος ταομοπαραλληλικόπλαίσιο ((0, 0), (0, 2), (2, 0))
και ένα τετραγωνικό δίκτυο ως προς τα ομοπαραλληλικά πλαίσια (0, 1) και (−1, 1).

10.6.2 Θεωρούμε την επιφάνεια η οποία ορίζεται από την απεικόνιση

𝐹 ∶ 𝔸2 ⟶𝔸3, (𝑠, 𝑡) ⟼ (𝑠(𝑠2 + 𝑡2), 𝑡(𝑠2 + 𝑡2), 𝑠2𝑡 − 𝑡
3

3 ).

Ναυπολογιστεί ένα τριγωνικόδίκτυογια την𝐹ωςπρος τοομοπαραλληλικόπλαίσιο ((0, 0), (1, 0), (0, 1))
και ένα τετραγωνικό δίκτυο ως προς τα ομοπαραλληλικά πλαίσια (0, 2) και (−1, 1).

10.6.3 Να κατασκευαστεί ένα τετραγωνικό δίκτυο ελέγχου για την επιφάνεια της οποίας το ίχνος ορίζεται
από την εξίσωση

𝑧 = 1
6(𝑥

3 + 𝑦3),

ωςπρος τα ομοπαραλληλικά πλαίσια (−1, 1) και (−1, 1). Επίσης, να κατασκευαστεί ένα τριγωνικό δίκτυο
ελέγχου για την ίδια επιφάνεια ως προς το ομοπαραλληλικό πλαίσιο ((0, 0), (1, 0), (0, 1)).

10.6.4 Ας είναι 𝐹 ∶ 𝔸2 → 𝔸2 μία διγραμμική απεικόνιση και𝒩 = (𝑏𝑖,𝑗) το τετραγωνικό δίκτυο ελέγχου
βαθμού (𝑝, 𝑞), με

𝑏𝑖,𝑗 = 𝐹(𝑖/𝑝, 𝑗/𝑞) (𝑖 = 0,… , 𝑝, 𝑗 = 0,… , 𝑞).

Να δειχθεί ότι διπολυωνυμική επιφάνεια βαθμού (𝑝, 𝑞) η οποία ορίζεται από το δίκτυο𝒩 είναι η 𝐹.

10.6.5 Ας είναι (𝑢, 𝑣) ∈ 𝔸2 και 𝐹 μία διπολυωνυμική επιφάνεια βαθμού (𝑛, 𝑛) η οποία ορίζεται από ένα τετρα-
γωνικό δίκτυο ελέγχου,𝒩 = (𝑏𝑖,𝑗)(𝑖,𝑗)∈Π𝑛,𝑛 , και τα ομοπαραλληλικά πλαίσια (𝑟1, 𝑠1) και (𝑟2, 𝑠2) του𝔸.
Θεωρούμε την ακολουθία δικτύων (𝑏𝑟𝑖,𝑗)(𝑖,𝑗)∈Π𝑛−𝑟,𝑛−𝑟 (𝑟 = 0,… , 𝑛) η οποία ορίζεται ως εξής: Για 𝑟 = 0
θέτουμε 𝑏𝑟𝑖,𝑗 = 𝑏𝑖,𝑗 (𝑖 = 0,… , 𝑛, 𝑗 = 0,… , 𝑛) και για 𝑟 = 1, … , 𝑛,

𝑏𝑟𝑖,𝑗 = (1 − 𝑢)(1 − 𝑣)𝑏𝑟−1𝑖,𝑗 + 𝑢(1 − 𝑣)𝑏𝑟−1𝑖+1,𝑗 + (1 − 𝑢)𝑣𝑏𝑟−1𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑣𝑏𝑟−1𝑖+1,𝑗+1,

όπου 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 − 𝑟. Να δειχθεί ότι 𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑏𝑛0,0.
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10.6.6 Ας είναι △𝑟𝑠𝑡 ένα τρίγωνο αναφοράς του 𝒫 και𝒩 = (𝑏𝑖,𝑗,𝑘)(𝑖,𝑗,𝑘)∈Δ𝑚 ένα τριγωνικό δίκτυο ελέγχου
βαθμού 𝑚. Θεωρούμε 𝑛 σημεία 𝑝𝑖 = 𝑢𝑖𝑟 + 𝑣𝑖𝑠 + 𝑤𝑖𝑡 (όπου 𝑢𝑖 + 𝑣𝑖 + 𝑤𝑖 = 1) και ορίζουμε τα σημεία
𝑏𝑙1,…,𝑙𝑛𝑖,𝑗,𝑘 , όπου 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 + 𝑙1 +⋯+ 𝑙𝑛 = 𝑚, ως εξής:

𝑏0,…,0𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑏𝑖,𝑗,𝑘,

𝑏𝑙1,…,𝑙ℎ+1,…,𝑙𝑛𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑢ℎ𝑏
𝑙1,…,𝑙ℎ,…,𝑙𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝑣ℎ𝑏

𝑙1,…,𝑙ℎ,…,𝑙𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝑤ℎ𝑏

𝑙1,…,𝑙ℎ,…,𝑙𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 ,

όπου ℎ = 1,… , 𝑛. Aς είναι 𝐹 η επιφάνεια ολικού βαθμού 𝑚 η οποία ορίζεται από το △𝑟𝑠𝑡 και το𝒩 .
Συμβολίζουμε με 𝑓 την πολική της μορφή. Να δειχθούν τα εξής:

α) Ισχύει:
𝑏𝑙1,…,𝑙𝑛𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑓(𝑟, … , 𝑟

𝑖

, 𝑠, … , 𝑠
𝑗

, 𝑡, … , 𝑡
𝑘

, 𝑝1, … , 𝑝1
𝑙1

, … , 𝑝𝑛, … , 𝑝𝑛
𝑙𝑛

).

β) Για 𝑛 = 1, τα σημεία (𝑏𝑙1𝑖,𝑗,0)(𝑖,𝑗,𝑙1)∈Δ𝑚 αποτελούν ένα δίκτυο ελέγχου για την 𝐹 ως προς το τρίγωνο
αναφοράς △𝑟𝑠𝑝1, τα σημεία (𝑏

𝑙1
0,𝑗,𝑘)(𝑗,𝑘,𝑙1)∈Δ𝑚 ένα δίκτυο ελέγχου για την 𝐹 ως προς το τρίγωνο αναφο-

ράς △𝑠𝑡𝑝1 και τα σημεία τα σημεία (𝑏
𝑙1
𝑖,0,𝑘)(𝑖,𝑘,𝑙1)∈Δ𝑚 ένα δίκτυο ελέγχου για την 𝐹 ως προς το τρίγωνο

αναφοράς △𝑡𝑟𝑝1.

γ) Για 𝑛 = 2, τα σημεία (𝑏𝑙1,𝑙2𝑖,0,0)(𝑖,𝑙1,𝑙2)∈Δ𝑚 αποτελούν ένα δίκτυο ελέγχου για την 𝐹 ως προς το τρί-
γωνο αναφοράς △𝑟𝑝1𝑝2, τα σημεία (𝑏

𝑙1,𝑙2
0,𝑗,0)(𝑗,𝑙1,𝑙2)∈Δ𝑚 αποτελούν ένα δίκτυο ελέγχου για την 𝐹 ως προς

το τρίγωνο αναφοράς △𝑠𝑝1𝑝2 και τα σημεία (𝑏
𝑙1,𝑙2
0,0,𝑘)(𝑘,𝑙1,𝑙2)∈Δ𝑚 αποτελούν ένα δίκτυο ελέγχου για την 𝐹

ως προς το τρίγωνο αναφοράς △𝑡𝑝1𝑝2.

δ) Για 𝑛 = 3, τα σημεία (𝑏𝑙1,𝑙2,𝑙30,0,0 )(𝑙1,𝑙2,𝑙3)∈Δ𝑚 αποτελούν ένα δίκτυο ελέγχου για την 𝐹 ως προς το
τρίγωνο αναφοράς △𝑝1𝑝2𝑝3.
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ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ

Σε αυτό το παράρτημα υπενθυμίζουμε βασικές έννοιες της Γραμμικής Άλγεβρας οι οποίες χρησιμοποιούνται
στο κείμενό μας και δίνουμε μερικά βασικά αποτελέσματα χωρίς απόδειξη. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης
μπορεί να τις βρει στο σύγγραμμα [4]. Άλλα συγγράματα τα οποία μπορεί να συμβουλευτεί ο αναγνώστης για
αυτές τις έννοιες και αποτελέσματα είναι αυτά που παρατίθενται στο τέλος του κεφαλαίου.

Α.1 Ορισμοί - Βασικές Ιδιότητες

Πρώταθαυπενθυμίσουμε τον ορισμό ενός πραγματικού διανυσματικού χώρου.Ας είναι𝑉 ένα μη-κενόσύνολο
τα στοιχεία του οποίου τα συμβολίζουμε με λατινικά γράμματα τα οποία φέρουν βελάκια, �⃗�, �⃗�, ….

ΟρισμόςΑ.1. Τοσύνολο𝑉 καλείται πραγματικός γραμμικός ή διανυσματικός χώρος (αντίστοιχα ℝ-γραμμικός
ήℝ-διανυσματικός χώρος) αν υπάρχει μία απεικόνιση την οποία αποκαλούμε πρόσθεση

𝑉 × 𝑉 ⟶ 𝑉, (�⃗�, �⃗�) ⟼ �⃗� + 𝑦

και μία απεικόνιση την οποία αποκαλούμε βαθμωτό πολλαπλασιασμό

ℝ × 𝑉 ⟶ 𝑉, (𝑘, �⃗�) ⟼ 𝑘�⃗�

με τις εξής ιδιότητες:
(α) Το ζεύγος (𝑉, +) αποτελεί αβελιανή ομάδα, δηλαδή ισχύουν τα εξής:

1. (�⃗� + �⃗�) + �⃗� = �⃗� + (�⃗� + �⃗�), για κάθε �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ 𝑉,

2. �⃗� + �⃗� = �⃗� + �⃗�, για κάθε �⃗�, �⃗� ∈ 𝑉,

3. υπάρχει στοιχείο 0⃗ ∈ 𝑉 με

�⃗� + 0⃗ = �⃗� = 0⃗ + �⃗�, για κάθε �⃗� ∈ 𝑉,
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4. για κάθε �⃗� ∈ 𝑉 υπάρχει στοιχείο −�⃗� ∈ 𝑉 με

�⃗� + (−�⃗�) = 0⃗ = (−�⃗�) + �⃗�.

(β) Για κάθε �⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 και 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ισχύουν τα παρακάτω:

1. 𝑎(�⃗� + 𝑦) = 𝑎�⃗� + 𝑎�⃗�,

2. (𝑎 + 𝑏)�⃗� = 𝑎�⃗� + 𝑏�⃗�,

3. 𝑎(𝑏�⃗�) = (𝑎𝑏)�⃗�,

4. 1�⃗� = �⃗�.

Tα στοιχεία του𝑉 καλούνται διανύσματα.

Για κάθε �⃗� ∈ 𝑉, το στοιχείο −�⃗� είναι μοναδικό και καλείται αντίθετο στοιχείο του �⃗�. To 0⃗ καλείται μηδενικό
στοιχείο του𝑉. Επίσης, θα συμβολίζουμε με �⃗� − �⃗� το στοιχείο �⃗� + (−�⃗�).

Ας είναι𝑉 ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος. Έχουμε τις παρακάτω στοιχειώδεις ιδιότητες:

1. Για κάθε 𝑘 ∈ ℝ ισχύει 𝑘0⃗ = 0⃗.

2. Για κάθε �⃗� ∈ 𝑉 ισχύει 0�⃗� = 0⃗.

3. Για κάθε �⃗� ∈ 𝑉 ισχύει (−1)�⃗� = −�⃗�.

4. Αν για 𝑘 ∈ ℝ και �⃗� ∈ 𝑉 ισχύει 𝑘�⃗� = 0⃗, τότε 𝑘 = 0 ή �⃗� = 0⃗.

5. Αν 𝑘 ∈ ℝ ⧵ {0} και �⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 με 𝑘�⃗� = 𝑘�⃗�, τότε �⃗� = �⃗�.

6. Αν 𝑘, 𝑙 ∈ ℝ και �⃗� ∈ 𝑉 ⧵ {0⃗} με 𝑘𝑣 = 𝑙𝑣, τότε 𝑘 = 𝑙.

Στη συνέχεια δίνουμε μερικά παραδείγματα πραγματικών διανυσματικών χώρων.

Παράδειγμα Α.1. Το σύνολο ℝ𝑛 είναι πραγματικός διανυσματικός χώρος γραμμικός χώρος. Το άθροισμα
δύο στοιχείων τουℝ𝑛, x = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) και y = (𝑦1, … , 𝑦𝑛), ορίζεται ως το στοιχείο

x + y = (𝑥1 + 𝑦1, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛),

και το βαθμωτό γινόμενο ενός πραγματικού αριθμού 𝑘 με ένα στοιχείο x = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 ορίζεται ως το
στοιχείο

𝑘x = (𝑘𝑥1, … , 𝑘𝑥𝑛).

ΠαράδειγμαΑ.2. Oδακτύλιος των πολυωνύμωνℝ[𝑋] είναι ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος με πρά-
ξεις τη συνηθισμένη πρόσθεση των πολυωνύμων και βαθμωτό πολλαπλασιασμό τον συνηθισμένο πολλαπλα-
σιασμό ενός πραγματικού αριθμού με ένα πολυώνυμο.

Παράδειγμα Α.3. Το σύνολο των 𝑚 × 𝑛 πινάκων με στοιχεία πραγματικούς αριθμούς,𝑀𝑚×𝑛(ℝ), αποτελεί
πραγματικό διανυσματικό χώρο με πράξεις την πρόσθεση πινάκων και τον πολλαπλασιασμό πραγματικού
αριθμού με πίνακα.

Παράδειγμα Α.4. Ας είναι 𝑉1, … , 𝑉𝑘 πραγματικοί διανυσματικοί χώροι. Τότε, το σύνολο 𝑉 = 𝑉1 × ⋯ ×
𝑉𝑘 είναι πραγματικός διανυσματικός χώρος. Το άθροισμα δύο στοιχείων (�⃗�1, … , �⃗�𝑛) και (𝑤1, … , 𝑤𝑛) του 𝑉
ορίζεται ως το στοιχείο

(�⃗�1, … , �⃗�𝑛) + (�⃗�1, … , �⃗�𝑛) = (�⃗�1 + �⃗�1, … , �⃗�𝑛 + �⃗�𝑛),

και ο βαθμωτός πολλαπλασιασμός ενός πραγματικού αριθμού 𝑘 με ένα στοιχείο (�⃗�1, … , �⃗�𝑛) ∈ 𝑉 ορίζεται το
στοιχείο

𝑘(�⃗�1, … , �⃗�𝑛) = (𝑘�⃗�1, … , 𝑘�⃗�𝑛).
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Παράδειγμα Α.5. Ας είναι 𝑆 ένα μη κενό σύνολο και 𝑉 ένας πραγματικός γραμμικός χώρος. Θεωρούμε το
σύνολο 𝐹(𝑆, 𝑉) των απεικονίσεων από το 𝑆 στο 𝑉. Ορίζουμε ως άθροισμα δύο απεικονίσεων 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹(𝑆, 𝑉)
την απεικόνιση

𝑓 + 𝑔 ∶ 𝑆⟶ 𝑉, 𝑥⟼ 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)

και ως γινόμενο ενός πραγματικού αριθμού 𝑘 ∈ 𝐾 με μία απεικόνιση 𝑓 ∈ 𝐹(𝑆, 𝑉) την απεικόνιση

𝑘𝑓 ∶ 𝑆⟶ 𝑉, 𝑥⟼ 𝑘𝑓(𝑥).

Το σύνολο 𝐹(𝑆, 𝑉) εφοδιασμένο με αυτές τις πράξεις αποτελεί έναν πραγματικό γραμμικό χώρο.

Α.2 Διανυσματικοί Υποχώροι

Ας είναι𝑉 ένας πραγματικός γραμμικός χώρος.

Ορισμός Α.2. Ένα μη κενό υποσύνολο𝑊 του𝑉 καλείται διανυσματικός ή γραμμικός υποχώρος του𝑉 αν έχει
τις εξής δύο ιδιότητες:
(α) Αν �⃗�, �⃗� ∈ 𝑊, τότε 𝑢 + �⃗� ∈ 𝑊.
(β) Αν 𝑘 ∈ ℝ και �⃗� ∈ 𝑊, τότε 𝑘�⃗� ∈ 𝑊.

Εύκολα βλέπουμε ότι ο περιορισμός της πρόσθεσης και του βαθμωτού πολλαπλασιασμού του𝑉 επί του𝑊
ορίζουν μία δομή πραγματικού γραμμικού χώρου επί του𝑊.

Πρόταση Α.1. Ένα μη κενό υποσύνολο 𝑊 του 𝑉 είναι γραμμικός υποχώρος του 𝑉 αν και μόνον αν για κάθε
�⃗�, �⃗� ∈ 𝑊 και 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ισχύει 𝑎�⃗� + 𝑏�⃗� ∈ 𝑊 .

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 7.1]

Στη συνέχεια θα δώσουμε μερικά παραδείγματα γραμμικών υποχώρων.

Παράδειγμα Α.6. Τα σύνολα {0⃗} και 𝑉 είναι γραμμικοί υποχώροι του 𝑉. Κάθε γραμμικός υποχώρος του 𝑉
διαφορετικός από αυτούς τους δύο καλείται γνήσιος υποχώρος του𝑉.

Παράδειγμα Α.7. Ας είναι𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(ℝ). Θεωρούμε το ομογενές γραμμικό σύστημα

𝐴𝑋 = 0

και συμβολίζουμε με 𝑆 το σύνολο των λύσεών του. Χρησιμοποιώντας την Πρόταση Α.1, εύκολα συμπεραί-
νουμε ότι το 𝑆 είναι γραμμικός υποχώρος τουℝ𝑛.

ΠαράδειγμαΑ.8. Ας είναι 𝑛 ∈ N. Συμβολίζουμε μεℝ𝑛[𝑋] το σύνολο των πολυωνύμων 𝑓 ∈ ℝ[𝑋] με deg 𝑓 ≤
𝑛. Για κάθε 𝑓, 𝑔 ∈ ℝ𝑛[𝑋] και 𝑎 ∈ ℝ ισχύουν οι σχέσεις

deg(𝑓 + 𝑔) ≤ max{deg 𝑓,deg 𝑔} ≤ 𝑛, deg(𝑎𝑓) = deg 𝑓 ≤ 𝑛.

Επομένως, 𝑓 + 𝑔, 𝑎𝑓 ∈ ℝ𝑛[𝑋] και κατά συνέπεια το σύνολοℝ𝑛[𝑋] είναι ένας γραμμικός υποχώρος τουℝ[𝑋].

Πρόταση Α.2. Ας είναι (𝑉𝑖)𝑖∈𝐼 μία οικογένεια γραμμικών υποχώρων του𝑉. Tότε, η τομή∩𝑖∈𝐼𝑉𝑖 είναι γραμμικός
υποχώρος του𝑉.

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 7.2].
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Από την άλλη πλευρά η ένωση δύο γραμμικών υποχώρων δεν είναι πάντα γραμμικός υποχώρος. Για παρά-
δειγμα ας θεωρήσουμε τον γραμμικό χώροℝ2. Τα σύνολα

𝑈 = {(𝑥, 0)/ 𝑥 ∈ ℝ}, 𝑊 = {(0, 𝑥)/ 𝑥 ∈ ℝ}

είναι γραμμικοί υποχώροι του. Έχουμε (1, 0) ∈ 𝑈, (0, 1) ∈ 𝑊 και (1, 0) + (0, 1) = (1, 1) ∉ 𝑈 ∪𝑊. Επομένως,
το σύνολο𝑈 ∪𝑊 δεν είναι γραμμικός υποχώρος τουℝ2.

Ας είναι𝑉 ένας πραγματικός γραμμικός χώρος και𝑉1, … , 𝑉𝑘 γραμμικοί υποχώροι του.

Πρόταση Α.3. Tο σύνολο

𝑉1 +⋯+ 𝑉𝑘 = {�⃗�1 +⋯+ �⃗�𝑘/ �⃗�𝑖 ∈ 𝑉𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑘}

είναι γραμμικός υποχώρος του𝑉.

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 7.3].

ΟρισμόςΑ.3. Ογραμμικός υποχώρος𝑊 του𝑉 καλείται άθροισμα των𝑉1, … , 𝑉𝑘, αν ισχύει𝑊 = 𝑉1+⋯+𝑉𝑘.
Αν επιπλέον ισχύει

𝑉𝑖 ∩ (𝑉1 +⋯+ 𝑉𝑖−1 + 𝑉𝑖+1 +⋯+ 𝑉𝑛) = {0⃗} (𝑖 = 1, … , 𝑘),

τότε το𝑊 καλείται ευθύ άθροισμα των𝑉1, … , 𝑉𝑘 και σημειώνεται με𝑊 = 𝑉1 ⊕⋯⊕ 𝑉𝑘.

Παράδειγμα Α.9. Ο γραμμικός χώρος ℝ2 είναι ευθύ άθροισμα των υποχώρων του 𝑈 = {(𝑥, 0)/ 𝑥 ∈ ℝ} και
𝑊 = {(0, 𝑥)/ 𝑥 ∈ ℝ. Πράγματι, αν (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, τότε (𝑥, 𝑦) = (𝑥, 0) + (0, 𝑦) με (𝑥, 0) ∈ 𝑈 και (0, 𝑦) ∈ 𝑊. ’ρα
ℝ2 = 𝑈 +𝑊. Αν (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 ∩𝑊, τότε (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 και (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊, απ’ όπου 𝑥 = 𝑦 = 0. Συνεπώς𝑈 ∩𝑊 = {0}.
’ραℝ2 = 𝑈 ⊕𝑊.

Ας είναι 𝑉 ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος και 𝑆 ⊆ 𝑉. Συμβολίζουμε με < 𝑆 > την τομή όλων
των γραμμικών υποχώρων του 𝑉 που περιέχουν το 𝑆. Σύμφωνα με την Πρόταση Α.2, το σύνολο < 𝑆 > είναι
διανυσματικός υποχώρος του 𝑉. Επομένως, το < 𝑆 > είναι o μικρότερος γραμμικός υποχώρος του 𝑉 που
περιέχει το 𝑆. Αν 𝑆 = {�⃗�1, … , �⃗�𝑘}, τότε γράφουμε πιο απλά < �⃗�1, … , �⃗�𝑘 > αντί < {�⃗�1, … , �⃗�𝑘} >.

Ορισμός Α.4. Ογραμμικός υποχώρος < 𝑆 > καλείται γραμμικός υποχώρος παραγόμενος από το 𝑆 ή γραμμική
θήκη του 𝑆.

Στη συνέχεια θα χρειαστούμε την παρακάτω έννοια.

Ορισμός Α.5. Ας είναι �⃗�1, … , �⃗�𝑘 ∈ 𝑉. Ένα διάνυσμα �⃗� ∈ 𝑉 καλείται γραμμικός συνδυασμός των �⃗�1, … , �⃗�𝑘, αν
υπάρχουν 𝑎1, … , 𝑎𝑘 ∈ ℝ τέτοια, ώστε

�⃗� = 𝑎1�⃗�1 +⋯+ 𝑎𝑘�⃗�𝑘.

Πρόταση Α.4. Ας είναι 𝑆 ένα μη κενό υποσύνολο του 𝑉. Τότε, το < 𝑆 > είναι το σύνολο όλων των γραμμικών
συνδυασμών από πεπερασμένο πλήθος στοιχείων του 𝑆.

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 7.5].

Πόρισμα Α.1. Ας είναι𝑈 και𝑊 δύο γραμμικοί υποχώροι του𝑉. Τότε

< 𝑈 ∪𝑊 >= 𝑈 +𝑊.
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Παράδειγμα Α.10. Θεωρούμε τα διανύσματα τουℝ𝑛:

𝑒1 = (1, 0, … , 0), … , 𝑒𝑛 = (0,… , 0, 1).

Η γραμμική θήκη του συνόλου που αποτελείται από αυτά είναι τοℝ𝑛. Πράγματι, αν 𝑥 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) είναι ένα
διάνυσμα τουℝ𝑛, τότε έχουμε

𝑥 = 𝑎1𝑒1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑒𝑛

και επομένως 𝑥 ∈< 𝑒1, … , 𝑒𝑛 >. Έτσι, παίρνουμεℝ𝑛 ⊆< 𝑒1, … , 𝑒𝑛 >, απ’ όπουℝ𝑛 =< 𝑒1, … , 𝑒𝑛 >.

Παράδειγμα Α.11. Θεωρούμε τον γραμμικό χώροℝ[𝑋] και το υποσύνολο του,

𝑆 = {𝑋𝑛/ 𝑛 ∈ N}.

Αν 𝑓 ∈ ℝ[𝑋], τότε 𝑓 = 𝑎0 + 𝑎1𝑋 +⋯+ 𝑎𝑚𝑋𝑚, με 𝑎0, … , 𝑎𝑚 ∈ ℝ. ’ρα 𝑓 ∈< 𝑆 >. Επομένωςℝ[𝑋] ⊆< 𝑆 >, απ’
όπουℝ[𝑋] =< 𝑆 >. Ομοίως, έχουμεℝ𝑛[𝑋] =< 1, 𝑋,… ,𝑋𝑛 >.

Α.3 Βάση Διανυσματικού Χώρου

Ας είναι𝑉 ένας πραγματικός γραμμικός χώρος και 𝑆 ένα μη κενό υποσύνολο του𝑉.

Ορισμός Α.6. To σύνολο 𝑆 καλείται γραμμικώς εξάρτημένο αν υπάρχουν �⃗�1, … , �⃗�𝑘 ∈ 𝑆 και 𝑎1, … , 𝑎𝑘 ∈ ℝ, όχι
όλα μηδέν, έτσι, ώστε

𝑎1�⃗�1 +⋯+ 𝑎𝑘�⃗�𝑘 = 0.

Διαφορετικά, το σύνολο 𝑆 καλείται γραμμικώς ανεξάρτητο.

Πιο αναλυτικά, αν 𝑆 = {�⃗�1, … , �⃗�𝑘}, τότε το 𝑆 είναι γραμμικώς ανεξάρτητο αν και μόνον αν η ισότητα

𝑎1�⃗�1 +⋯+ 𝑎𝑘�⃗�𝑘 = 0,

με 𝑎1, … , 𝑎𝑘 ∈ ℝ, έπεται 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑘 = 0. Συχνά λέμε ότι τα στοιχεία �⃗�1, … , �⃗�𝑘 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα
(αντίστοιχα εξαρτημένα) αντί ότι το σύνολο 𝑆 είναι γραμμικώς ανεξάρτητο (αντίστοιχα εξαρτημένο). Αν το 𝑆
είναι άπειρο, τότε αυτό είναι γραμμικώς ανεξάρτητο αν και μόνον αν αυτή η ιδιότητα ισχύει για οποιοδήποτε
πεπερασμένο πλήθος στοιχείων του 𝑆.

Παρατηρούμε ότι κάθε διάνυσμα �⃗� ≠ 0⃗ είναι γραμμικώς ανεξάρτητο γιατί αν 𝑎�⃗� = 0⃗ με 𝑎 ∈ ℝ, τότε 𝑎 = 0.
Αντίθετα, το 0⃗ είναι γραμμικώς εξαρτημένο γιατί για κάθε 𝑘 ∈ ℝ ⧵ {0} ισχύει 𝑘0⃗ = 0⃗.

Παράδειγμα Α.12. Τα διανύσματα

𝑒1 = (1, 0, … , 0), … , 𝑒𝑛 = (0,… , 0, 1)

αποτελούν ένα γραμμικά ανεξάρτητο σύνολο τουℝ𝑛. Πράγματι, ας είναι 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ με

𝑎1𝑒1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑒𝑛 = (0,… , 0).

Από την άλλη πλευρά, έχουμε
𝑎1𝑒1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑒𝑛 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛).

’ρα 𝑎1 = … = 𝑎𝑛 = 0 και επομένως τα 𝑒1, … , 𝑒𝑛 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.
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Παράδειγμα Α.13. Θα δείξουμε ότι το σύνολο

𝑆 = {𝑋𝑛/ 𝑛 ∈ ℕ}

είναι ένα γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο τουℝ[𝑋]. Ας είναι

{𝑋𝑛1 , … , 𝑋𝑛𝑙},

όπου 𝑛1, … , 𝑛𝑙 διαφορετικοί φυσικοί αριθμοί, ένα τυχόν πεπερασμένο υποσύνολο του 𝑆. Αν 𝑎1, … , 𝑎𝑙 ∈ ℝ είναι
τέτοια, ώστε

𝑎1𝑋𝑛1 +⋯+ 𝑎𝑙𝑋𝑛𝑙 = 0,

τότε, από τον ορισμό της ισότητας των πολυωνύμων, έχουμε 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑙 = 0. ’ρα, το 𝑆 είναι γραμμικώς
ανεξάρτητο υποσύνολο τουℝ[𝑋].

Πρόταση Α.5. Ας είναι 𝑆 ένα μη κενό υποσύνολο του 𝑉. Το σύνολο 𝑆 είναι γραμμικώς ανεξάρτητo αν και μόνον
αν κάθε �⃗� ∈< 𝑆 > γράφεται με μοναδικό τρόπο ως γραμμικός συνδυασμός στοιχείων του 𝑆.

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 7.6].

Πόρισμα Α.2. Ας είναι �⃗�1, … , �⃗�𝑚 ∈ 𝑉. Τα �⃗�1, … , �⃗�𝑚 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα αν και μόνον αν ισχύει

< �⃗�1, … , �⃗�𝑚 >=< �⃗�1 > ⊕⋯⊕ < �⃗�𝑚 > .

Ας είναι𝑉 ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος.

Ορισμός Α.7. Ένα υποσύνολο 𝐵 του 𝑉 καλείται βάση του 𝑉, αν είναι γραμμικώς ανεξάρτητο και ισχύει <
𝐵 >= 𝑉.

Σύμφωνα με την Πρόταση Α.5, αν 𝐵 είναι μία βάση του𝑉, τότε κάθε στοιχείο του𝑉 γράφεται με μοναδικό
τρόπο ως γραμμικός συνδυασμός (πεπερασμένου πλήθους) στοιχείων του 𝐵.

Ορισμός Α.8. Αν �⃗� ∈ 𝑉, τότε τα στοιχεία 𝑎1, … , 𝑎𝑘 ∈ 𝐾 που είναι τέτοια, ώστε �⃗� = 𝑎1�⃗�1 + ⋯ + 𝑎𝑘�⃗�𝑘, με
�⃗�1, … , �⃗�𝑘 ∈ 𝐵, καλούνται συντεταγμένες του �⃗� ως προς τη βάση 𝐵.

Παράδειγμα Α.14. Τα διανύσματα

𝑒1 = (1, 0, … , 0), … , 𝑒𝑛 = (0,… , 0, 1)

αποτελούν μία βάση του ℝ𝑛. Πράγματι, από το Παράδειγμα Α.10 έχουμε < 𝑒1, … , 𝑒𝑛 >= ℝ𝑛 και από το
Παράδειγμα Α.12 ότι τα 𝑒1, … , 𝑒𝑛 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. ’ρα, τα 𝑒1, … , 𝑒𝑛 σχηματίζουν μία βάση τουℝ𝑛

η οποία καλείται κανονική.

Παράδειγμα Α.15. Ας είναι 𝐵𝑖,𝑗 ο πίνακας του𝑀𝑚×𝑛(ℝ) που το (𝑖, 𝑗)-στοιχείο του είναι το 1 ενώ τα υπόλοιπα
είναι 0. Με τον ίδιο τρόπο, όπως και στην περίπτωση της κανονικής βάσης τουℝ𝑛 μπορεί να δείξουμε ότι οι
πίνακες 𝐵𝑖,𝑗 (𝑖 = 1, … ,𝑚, 𝑗 = 1, … , 𝑛) αποτελούν μία βάση του γραμμικού χώρου𝑀𝑚×𝑛(ℝ).

Παράδειγμα Α.16. Μία βάση τουℝ[𝑋] δίνεται από το σύνολο

𝑆 = {𝑋𝑛/ 𝑛 ∈ N}.

Πράγματι, από το Παράδειγμα Α.11 έχουμε ℝ[𝑋] =< 𝑆 > και από το Παράδειγμα Α.13 ότι το 𝑆 είναι ένα
γραμμικώς ανεξάρτητο σύνολο. Άρα, το 𝑆 αποτελεί μία βάση τουℝ[𝑋].

Επίσης, είδαμε ότι ℝ𝑛[𝑋] =< 1,𝑋,… ,𝑋𝑛 >. Επιπλέον, το σύνολο {1, 𝑋,… ,𝑋𝑛} είναι γραμμικώς ανεξάρ-
τητο ως υποσύνολο του 𝑆. Συνεπώς, το σύνολο αυτό αποτελεί μία βάση τουℝ𝑛[𝑋].
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Θεώρημα Α.1. Ας είναι Α ένα μη κενό υποσύνολο του 𝑉 με 𝐴 ≠ {0}. Τότε το σύνολο 𝒲 των γραμμικώς ανε-
ξάρτητων υποσυνόλων του 𝐴 περιέχει ένα στοιχείοℬ τέτοιο, ώστε για κάθε 𝑆 ∈ 𝒲 μεℬ ⊆ 𝑆 ισχύειℬ = 𝑆.
Επιπλέον, για κάθε τέτοιο στοιχείο ισχύει < 𝐴 >=< ℬ >.

Απόδειξη. Βλέπε [4, Θεώρημα 7.1]

Πόρισμα Α.3. O διανυσματικός χώρος𝑉 έχει τουλάχιστον μία βάση.

Πόρισμα Α.4. Κάθε γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο του𝑉 μπορεί να συμπληρωθεί σε μία βάση του𝑉.

Πόρισμα Α.5. Ας είναι𝑈 ένας γραμμικός υποχώρος του𝑉. Τότε υπάρχει γραμμικός υποχώρος𝑊 του𝑉 τέτοιος,
ώστε 𝑉 = 𝑈 ⊕𝑊 .

ΘεώρημαΑ.2. Ας είναι {𝑣1, … , 𝑣𝑚} μία βάση του𝑉. Αν 𝑢1, … , 𝑢𝑛 είναι στοιχεία του𝑉, με 𝑛 > 𝑚, τότε αυτά είναι
γραμμικώς εξαρτημένα.

Απόδειξη. Βλέπε [4, Θεώρημα 7.2]

Πόρισμα Α.6. Αν ο διανυσματικός χώρος 𝑉 έχει μία βάση 𝐵 με |Β| = 𝑛 < ∞, τότε κάθε άλλη βάση του έχει
ακριβώς 𝑛 στοιχεία.

Ορισμός Α.9. Ας είναι 𝐵 μία βάση του 𝑉. Αν το πλήθος των στοιχείων της 𝐵 είναι άπειρο, τότε ο 𝑉 καλείται
απειροδιάστατος. Αν |𝐵| = 𝑛 < ∞, τότε ο 𝑉 καλείται πεπερασμένης διάστασης και ο αριθμός 𝑛 διάσταση του𝑉.
Τότε, γράφουμε dim𝑉 = 𝑛. Επίσης, για τον γραμμικό χώρο𝑉 = {0} λέμε ότι έχει διάσταση 0.

Παράδειγμα Α.17. Από το Παράδειγμα Α.14 έχουμε dimℝ𝑛 = 𝑛.

Παράδειγμα Α.18. Από το Παράδειγμα Α.15, έχουμε dimΜ𝑚×𝑛(ℝ) = 𝑚𝑛.

Παράδειγμα Α.19. Σύμφωνα με τοΠαράδειγμα Α.16, ο γραμμικός χώροςℝ[𝑋] είναι απειροδιάστατος. Από
την άλλη πλευρά ο υποχώρος τουℝ𝑛[𝑋] έχει διάσταση 𝑛 + 1.

Πρόταση Α.6. Ας είναι dim𝑉 = 𝑛 και 𝑣1, … , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉. Τότε ισχύουν τα εξής:
(α) Αν το σύνολο {𝑣1, … , 𝑣𝑛} είναι γραμμικώς ανεξάρτητο, τότε αυτό είναι μία βάση του𝑉.
(β) Αν ισχύει < 𝑣1, … , 𝑣𝑛 >= 𝑉, τότε το σύνολο {𝑣1, … , 𝑣𝑛} είναι μία βάση του𝑉.

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 7.7]

ΠόρισμαΑ.7. Ας είναι dim𝑉 = 𝑛 και𝑊 ένας γραμμικός υποχώρος του𝑉. Τότε dim𝑊 ≤ 𝑛 και αν dim𝑊 = 𝑛,
τότε 𝑉 = 𝑊 .

Πρόταση Α.7. Αν ο γραμμικός χώρος𝑉 είναι πεπερασμένης διάστασης και𝑈,𝑊 είναι υποχώροι, τότε

dim(𝑈 +𝑊) + dim(𝑈 ∩𝑊) = dim𝑈 + dim𝑊.

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 7.8].

ΠόρισμαΑ.8. Αν ο γραμμικός χώρος𝑉 έχει πεπερασμένη διάσταση και𝑈1, … ,𝑈𝑚 είναι υποχώροι του έτσι, ώστε

𝑉 = 𝑈1 ⊕⋯⊕𝑈𝑚,

τότε
dim𝑉 = dim𝑈1 +⋯+ dim𝑈𝑚.
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Α.4 Γραμμικές Απεικονίσεις

Ας είναι𝑉,𝑊 δύο πραγματικοί διανυσματικοί χώροι και 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 μία απεικόνιση.

Ορισμός Α.10. Η απεικόνιση 𝑓 καλείται γραμμική, αν ισχύουν οι εξής δύο ιδιότητες:
(α) Για κάθε �⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 έχουμε

𝑓(�⃗� + �⃗�) = 𝑓(�⃗�) + 𝑓(�⃗�).

(β) Για κάθε 𝑎 ∈ ℝ και �⃗� ∈ 𝑉 έχουμε
𝑓(𝑎�⃗�) = 𝑎𝑓(�⃗�).

Aν η γραμμική απεικόνιση 𝑓 είναι ένεση (αντίστοιχα έφεση), τότε καλείται μονομορφισμός (αντίστοιχα επι-
μορφισμός). Αν η γραμμική απεικόνιση 𝑓 είναι συγχρόνως ένεση και έφεση, τότε καλείται ισομορφισμός.Στην
περίπτωση όπου η 𝑓 είναι ισομορφισμός, λέμε ότι οι γραμμικοί χώροι 𝑉 και𝑊 είναι ισόμορφοι και γράφουμε
𝑉 ≅ 𝑊. Αν𝑊 = 𝑉, τότε η γραμμική απεικόνιση 𝑓 καλείται ενδομορφισμός. Επίσης, αν𝑊 = 𝑉 και η 𝑓 είναι
ισομορφισμός, τότε καλείται αυτομορφισμός.

Συμβολίζουμε με 𝐿(𝑉,𝑊) το σύνολο των γραμμικών απεικονίσεων από τον χώρο 𝑉 στο𝑊. Σύμφωνα με
τοΠαράδειγμα Α.5, το σύνολο 𝐹(𝑉,𝑊) μπορεί να δομηθεί σε πραγματικό διανυσματικό χώρο. Εύκολα διαπι-
στώνουμε ότι το σύνολο 𝐿(𝑉,𝑊) είναι γραμμικός υποχώρος του 𝐹(𝑉,𝑊) και κατά συνέπεια είναι ένας πραγ-
ματικός γραμμικός χώρος.

Εύκολα βλέπουμε ότι 𝑓(0⃗) = 0⃗ και για κάθε �⃗� ∈ 𝑉 ισχύει 𝑓(−�⃗�) = −𝑓(�⃗�). Αν𝑈 είναι γραμμικός υποχώρος
του𝑉, τότε το σύνολο𝑓(𝑈) είναι γραμμικός υποχώρος του𝑊.Ομοίως, αν𝐸 είναι γραμμικός υποχώρος του𝑊,
τότε το σύνολο 𝑓−1(𝐸) είναι γραμμικός υποχώρος του 𝑉. Ειδικότερα, τo σύνολο Ker(𝑓) = {�⃗� ∈ 𝑉/ 𝑓(�⃗�) = 0⃗}
της 𝑓 είναι γραμμικός υποχώρος του𝑉.

Ορισμός Α.11. Το σύνολο Ker(𝑓) καλείται πυρήνας της 𝑓.

Πρόταση Α.8. Η απεικόνιση 𝑓 είναι γραμμική αν και μόνον αν για κάθε �⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 και 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ισχύει:

𝑓(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) = 𝑎𝑓(𝑥) + 𝑏𝑓(𝑦).

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 8.1]

Πρόταση Α.9. Η σύνθεση δύο γραμμικών απεικονίσεων είναι γραμμική απεικόνιση.

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 8.2]

ΠρότασηΑ.10. Ας είναι𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 ένας ισομορφισμός γραμμικών χώρων επί του σώματος𝐾. Τότε η απεικόνιση
𝑓−1 ∶ 𝑊 → 𝑉 είναι επίσης γραμμική.

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 8.3]

Στη συνέχεια θα δώσουμε μερικά παραδείγματα γραμμικών απεικονίσεων.

Παράδειγμα Α.20. Για κάθε γραμμικό χώρο𝑉 η ταυτοτική απεικόνιση 𝐼𝑉 είναι προφανώς γραμμική.

Παράδειγμα Α.21. H απεικόνιση 𝜓𝑚,𝑛 ∶ 𝑀𝑚×𝑛(ℝ) → ℝ𝑚𝑛 η οποία σε κάθε πίνακα𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗) απεικονίζει το
διάνυσμα

𝜓𝑚,𝑛(𝐴) = (𝑎1,1, … , 𝑎1,𝑛, 𝑎2,1, … , 𝑎2,𝑛, … , 𝑎𝑚,𝑛)

είναι ισομορφισμός γραμμικών χώρων.
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Παράδειγμα Α.22. Ας είναι𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(ℝ). Οι απεικονίσεις

𝑓𝐴 ∶ 𝑀𝑛×𝑟(ℝ)⟶𝑀𝑚×𝑟(ℝ), 𝑋 ⟼ 𝐴𝑋

και
𝑔𝐴 ∶ 𝑀𝑟×𝑚(ℝ)⟶𝑀𝑟×𝑛(ℝ), 𝑋 ⟼ 𝑋𝐴

είναι γραμμικές. Πράγματι, αν𝑋,𝑌 ∈ 𝑀𝑛×𝑟(ℝ) και 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, τότε

𝑓𝐴(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌) = Α(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌) =
Α(𝑎𝑋) + Α(𝑏𝑌) = 𝑎(𝐴𝑋) + 𝑏(𝐴𝑌) = 𝑎𝑓𝐴(𝑋) + 𝑏𝑓𝐴(𝑌).

Ομοίως, δείχνουμε ότι και η απεικόνιση 𝑔 είναι γραμμική.

Παράδειγμα Α.23. Ας είναι𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗) ένας πίνακας του𝑀𝑚×𝑛(ℝ). Η απεικόνιση

ℎ ∶ ℝ𝑛 ⟶ℝ𝑚, (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ⟼ (
𝑛

𝑗=1

𝑎1,𝑗𝑥𝑗, … ,
𝑛

𝑗=1

𝑎𝑚,𝑗𝑥𝑗)

είναι γραμμική. Για να το δούμε αρκεί να παρατηρήσουμε ότι ℎ = 𝜓𝑛,1 ∘ 𝑓𝐴 ∘ 𝜓−1𝑚,1, απ’ όπου η Πρόταση Α.9
δίνει το αποτέλεσμα.

Παράδειγμα Α.24. Θεωρούμε την απεικόνιση

𝜓 ∶ 𝐾[𝑋]⟶ 𝐾[𝑋], 𝑓 ⟼ 𝑓′

που απεικονίζει κάθε πολυώνυμο 𝑓 στην τυπική του παράγωγο𝑓′. Εύκολα προκύπτει ότι για κάθε𝑓, 𝑔 ∈ 𝐾[𝑋]
και 𝑎 ∈ 𝐾 ισχύει

(𝑓 + 𝑔)′ = 𝑓′ + 𝑔′, (𝑎𝑓)′ = 𝑎𝑓′.

Έτσι, παίρνουμε
𝜓(𝑓 + 𝑔) = 𝜓(𝑓) + 𝜓(𝑔), 𝜓(𝑎𝑓) = 𝑎𝜓(𝑓)

και κατά συνέπεια η απεικόνιση 𝜓 είναι γραμμική.

Παράδειγμα Α.25. Η απεικόνιση

𝛼 ∶ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾)⟶𝑀𝑛×𝑚(𝐾), 𝐴⟼ 𝑡𝐴

είναι ισομορφισμός. Πραγματικά, για κάθε𝐴,𝐵 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾) και 𝑘 ∈ 𝐾 έχουμε

𝑡(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝐴 + 𝑡𝐵, 𝑡(𝑘𝐴) = 𝑘 𝑡𝐴

και επομένως η απεικόνιση 𝛼 είναι γραμμική. Αν 𝑡𝐴 = 𝑡𝐵, τότε 𝑡(𝑡𝐴) = 𝑡(𝑡𝐵), απ’ όπου 𝐴 = 𝐵. ’ρα η 𝛼 είναι
ένεση. Επίσης, αν 𝐶 ∈ 𝑀𝑛×𝑚(𝐾), τότε από την ισότητα 𝐶 = 𝑡(𝑡𝐶) έχουμε Α = 𝛼(𝑡𝐶) και επομένως η 𝛼 είναι
έφεση. Συνεπώς, η απεικόνιση 𝛼 είναι ισομορφισμός.

ΠρότασηΑ.11. Ας είναι 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 μία γραμμική απεικόνιση και 𝑆 ⊆ 𝑉 με𝑉 =< 𝑆 >. Tότε 𝑓(𝑉) =< 𝑓(𝑆) >.

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 8.4]

ΠρότασηΑ.12. Ας είναι 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 μία γραμμική απεικόνιση. Αν η 𝑓 είναι ισομορφισμός, τότε για κάθε βάση 𝐵
του𝑉 η εικόνα της 𝑓(𝐵) είναι βάση του𝑊 . Αντίστροφα, αν υπάρχει μία βάση 𝐵 βάση του𝑉 τέτοια, ώστε η εικόνα
της 𝑓(𝐵) να είναι βάση του𝑊 , τότε η 𝑓 είναι ισομορφισμός.
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Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 8.5]

Πρόταση Α.13. Ας είναι {𝑒1, … , 𝑒𝑛} μία βάση του 𝑉. Για κάθε επιλογή διανυσμάτων 𝑤1, … , 𝑤𝑛 ∈ 𝑊 υπάρχει
μοναδική γραμμική απεικόνιση 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 τέτοια, ώστε 𝑓(𝑒𝑖) = 𝑤𝑖 (𝑖 = 1, … , 𝑛).

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 8.6]

Πόρισμα Α.9. Ας είναι 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 και 𝑔 ∶ 𝑉 → 𝑊 δύο γραμμικές απεικονίσεις. Αν {𝑒1, … , 𝑒𝑛} είναι μία βάση
του𝑉 και 𝑓(𝑒𝑖) = 𝑔(𝑒𝑖) (𝑖 = 1, … , 𝑛), τότε 𝑓 = 𝑔.

Το παρακάτω θεώρημα συνδέει τη διάσταση του πεδίου ορισμού μίας γραμμικής απεικόνισης με τις δια-
στάσεις του πυρήνα και της εικόνας της.

Θεώρημα Α.3. Ας υποθέσουμε ότι 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 είναι μία γραμμική απεικόνιση και ο διανυσματικός χώρος 𝑉
πεπερασμένης διάστασης. Τότε o χώρος 𝑓(𝑉) είναι πεπερασμένης διάστασης και ισχύει

dim𝑉 = dimKer(𝑓) + dim 𝑓(𝑉).

Απόδειξη. Βλέπε [4, Θεώρημα 8.1].

Πόρισμα Α.10. Ας είναι 𝑈 και𝑊 δύο διανυσματικοί χώροι πεπερασμένης διάστασης. Τότε, οι χώροι 𝑈 και𝑊
είναι ισόμορφοι αν και μόνον αν έχουν την ίδια διάσταση. Επίσης, αν𝑉 είναι𝑉 πραγματικός διανυσματικός χώρος
διάστασης 𝑛, τότε 𝑉 ≅ ℝ𝑛.

Α.5 Πίνακες και Γραμμικές Απεικονίσεις

Σ’ αυτή την ενότητα θα υπενθυμίσουμε την έννοια του πίνακα μίας γραμμικής απεικόνισης.

Ορισμός Α.12. Ας είναι 𝑉 γραμμικός χώρος διάστασης 𝑛. Καλούμε διατεταγμένη βάση του 𝑉 κάθε 𝑛-άδα
(𝑣1, … , 𝑣𝑛) ∈ 𝑉𝑛 τέτοια, ώστε το σύνολο {𝑣1, … , 𝑣𝑛} να είναι βάση του𝑉.

Ας είναι 𝑉,𝑊 δύο πραγματικοί γραμμικοί χώροι με dim𝑉 = 𝑚, dim𝑊 = 𝑛 και 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 μία γραμ-
μική απεικόνιση. Θεωρούμε τις διατεταγμένες βάσεις 𝐵 = (𝑣1, … , 𝑣𝑚) και 𝐶 = (𝑤1, … , 𝑤𝑛) των 𝑉 και 𝑊,
αντίστοιχα. Αναλύουμε τα διανύσματα 𝑓(𝑣1), … , 𝑓(𝑣𝑚) στη βάση 𝐶 και έτσι έχουμε

𝑓(𝑣1) = 𝑎1,1𝑤1 +⋯+ 𝑎𝑛,1𝑤𝑛,
… … … … …

𝑓(𝑣𝑚) = 𝑎1,𝑚𝑤1 +⋯+ 𝑎𝑛,𝑚𝑤𝑛,

όπου 𝑎𝑖,𝑗 ∈ 𝐾. Κατόπιν σχηματίζουμε τον πίνακα

Μ𝐵
𝐶(𝑓) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎1,1 … 𝑎1,𝑚
𝑎2,1 … 𝑎2,𝑚
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛,1 … 𝑎𝑛,1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Ορισμός Α.13. Ο πίνακαςΜ𝐵
𝐶(𝑓) καλείται πίνακας της 𝑓 ως προς τις βάσεις 𝐵 και 𝐶. Αν 𝑉 = 𝑊 και 𝐵 = 𝐶,

τότε λέμε ότι οΜ𝐵
B(𝑓) είναι ο πίνακας της 𝑓 ως προς τη βάση𝐵. O πίνακαςΜ𝐵

𝐶(𝐼𝑉) καλείται επίσης και πίνακας
μετάβασης από τη βάση 𝐶 στη 𝐵.

Παράδειγμα Α.26. Ας είναι 𝑉 ένας γραμμικός χώρος διάστασης 𝑚. Ο πίνακας της ταυτοτικής απεικόνισης
𝐼𝑉 του𝑉 ως προς μία οποιαδήποτε βάση του𝑉 είναι ο ταυτοτικός πίνακας.
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Παράδειγμα Α.27. Θα προσδιορίσουμε τον πίνακα της γραμμικής απεικόνισης

𝑓 ∶ R3 ⟶ R2, (𝑥, 𝑦, 𝑧)⟼ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑦 − 𝑧)

ως προς τις διατεταγμένες βάσεις 𝐵 = ((1, 0, 1), (−1, 1, 0), (0, 1, 2)) του R3 και 𝐶 = ((1, 0), (0, 1)) του R2.
Έχουμε

𝑓(1, 0, 1) = (2, −1) = 2(1, 0) − (0, 1),
𝑓(−1, 1, 0) = (0, 1),
𝑓(0, 1, 2) = (3, −1) = 3(1, 0) − (0, 1).

’ρα, ο ζητούμενος πίνακας είναι

Μ𝐵
𝐶(𝑓) = 

2 0 3
−1 1 −1  .

Tο παρακάτω θεώρημα συνδέει τον χώρο των γραμμικών απεικονίσεων μεταξύ δύο γραμμικών χώρων με
τον χώρο των πινάκων.

Θεώρημα Α.4. Η απεικόνιση

Μ𝐵
𝐶 ∶ 𝐿(𝑉,𝑊)⟶𝑀𝑛×𝑚(Κ), 𝑓 ⟼Μ𝐵

𝐶(𝑓)

είναι ένας ισομορφισμός γραμμικών χώρων.

Απόδειξη. Βλέπε [4, Θεώρημα 8.2].

Ας θεωρήσουμε τώρα μία άλλη γραμμική απεικόνιση 𝑔 ∶ 𝑊 → 𝑈 και μία βάση𝐷 = {𝑢1, … , 𝑢𝑝} του𝑈. Ας
είναιΜ𝐶

𝐷(𝑔) = (𝑏𝑖,𝑗) ο πίνακας της 𝑔 ως προς τις βάσεις 𝐶 και𝐷. Τότε έχουμε το εξής αποτέλεσμα:

Πρόταση Α.14. ΙσχύειΜ𝐵
𝐷(𝑔 ∘ 𝑓) = Μ𝐶

𝐷(𝑔)Μ𝐵
𝐶(𝑓).

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 8.9].

Μία συνέπεια της προηγούμενης πρότασης είναι το εξής αποτέλεσμα:

Πρόταση Α.15. Η γραμμική απεικόνιση 𝑓 είναι ισομορφισμός αν και μόνον αν o πίνακαςΜ𝐵
𝐶(𝑓) είναι αντιστρέ-

ψιμος. Τότε ισχύει
Μ𝐶

𝐵(𝑓−1) = Μ𝐵
𝐶(𝑓)−1.

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 8.10].

Η επομένη πρόταση μας δίνει τη σχέση που έχουν οι πίνακες μίας γραμμικής απεικόνισης ως προς δύο
διαφορετικά ζεύγη διατεταγμένων βάσεων.

Πρόταση Α.16. Ας είναι𝑉 και𝑊 δύο γραμμικοί χώροι πεπερασμένης διάστασης και 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 μία γραμμική
απεικόνιση. Αν 𝐵, 𝐵′ είναι δύο διατεταγμένες βάσεις του𝑉 και 𝐶, 𝐶′ δύο διατεταγμένες βάσεις του𝑊 , τότε

ΜB′
𝐶′(𝑓) = Μ𝐶

𝐶′(𝐼𝑊)ΜB
𝐶(𝑓)ΜB′

𝐵 (𝐼𝑉).

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 8.12].

Ας είναι𝑉 ένας πραγματικός γραμμικός χώρος διάστασης 𝑛 και 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑉 ένας ενδομορφισμός του.

Ορισμός Α.14. Ένας πραγματικός αριθμός 𝜆 καλείται ιδιοτιμή του 𝑓, αν υπάρχει διάνυσμα �⃗� ∈ 𝑉 με �⃗� ≠ 0
τέτοιο, ώστε 𝑓(�⃗�) = 𝜆�⃗�. Το διάνυσμα 𝑣 καλείται ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 𝜆.
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Παράδειγμα Α.28. Ας είναι 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑉 ενδομορφισμός. Το 0 είναι ιδιοτιμή του 𝑓 αν και μόνον αν υπάρχει
𝑥 ∈ 𝑉 με 𝑥 ≠ 0 και 𝑓(𝑥) = 0. ’ρα, το 0 είναι ιδιοτιμή του 𝑓 αν και μόνον αν ο 𝑓 δεν είναι ένεση.

Ορισμός Α.15. Ας είναι 𝐵 μία διατεταγμένη βάση του 𝑉. Καλούμε ορίζουσα του 𝑓 και τη συμβολίζουμε με
det 𝑓 ή |𝑓| την ορίζουσα του πίνακαΜ𝐵

𝐵(𝑓).

Η ορίζουσα ενός ενδομορφισμού είναι ανεξάρτητη από την επιλογή της βάσης του γραμμικού χώρου.
Πραγματικά, αν 𝐶 είναι μία άλλη διατεταγμένη βάση του𝑉, τότε έχουμε

Μ𝐶
𝐶(𝑓) = Μ𝐶

𝐵(𝐼𝑉)−1ΜB
B(𝑓)Μ𝐶

𝐵(𝐼𝑉)

και επομένως
|Μ𝐶

𝐶(𝑓)| = |Μ𝐶
𝐵(𝐼𝑉)|−1|ΜB

B(𝑓)||Μ𝐶
𝐵(𝐼𝑉)| = |ΜB

B(𝑓)|.

Ας είναι 𝐵 μία διατεταγμένη βάση του𝑉 και𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗) ο πίνακας του 𝑓 ως προς αυτή τη βάση. Τότε

det(𝑓 − 𝜆𝐼𝑉) =
|
|
|

𝑎1,1 − 𝜆 𝑎1,2 … 𝑎1,𝑛
𝑎2,1 𝑎2,2 − 𝜆 … 𝑎2,𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛,1 𝑎𝑛,2 … 𝑎𝑛,𝑛 − 𝜆

|
|
|
.

Αναπτύσσοντας τηνορίζουσαβρίσκουμε έναπολύωνυμοωςπρος𝜆βαθμού𝑛μεσυντελεστές από το𝐾.Καθώς
είδαμε παραπάνω, το πολυώνυμο αυτό δεν εξαρτάται από τη βάση που επιλέξαμε.

Ορισμός Α.16. Το πολυώνυμο 𝑃𝑓 = det(𝑓 − 𝜆𝐼𝑉) καλείται χαρακτηριστικό πολυώνυμο του 𝑓.

ΠρότασηΑ.17. Ένας πραγματικός αριθμός 𝜆 είναι ιδιοτιμή του ενδομορφισμού 𝑓 αν και μόνον αν το 𝜆 είναι ρίζα
του πολυωνύμου 𝑃𝑓 .

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 8.15].

Ας είναι 𝜆 μία ιδιοτιμή του 𝑓. Θεωρούμε το σύνολο

𝑉(𝜆) = {�⃗� ∈ 𝑉/ 𝑓(�⃗�) = 𝜆�⃗�}.

Πρόταση Α.18. Το σύνολο 𝑉(𝜆) είναι ένας γραμμικός υποχώρος του𝑉 τέτοιος, ώστε 𝑓(𝑉(𝜆)) ⊆ 𝑉(𝜆).

Απόδειξη. Βλέπε [4, Πρόταση 8.16].

Ορισμός Α.17. Ο υποχώρος𝑉(𝜆) καλείται ιδιοχώρος του 𝑓 που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 𝜆.

Ας είναι𝐵 = (𝑏1, … , 𝑏𝑛) μία διατεταγμένη βάση του𝑉 και𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗) ο πίνακας του 𝑓 ως προς αυτή τη βάση.
Ένα διάνυσμα �⃗� = 𝑥1𝑏1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑏𝑛 είναι στοιχείο του 𝑉(𝜆) αν και μόνον αν 𝑓(�⃗�) = 𝜆�⃗�. Αυτό συμβαίνει αν
και μόνον αν ισχύει:

(𝑎1,1 − 𝜆)𝑥1 + 𝑎1,2𝑥2 +⋯+ 𝑎1,𝑛𝑥𝑛 = 0
𝑎2,1𝑥1 + (𝑎2,2 − 𝜆)𝑥2 +⋯+ 𝑎2,𝑛𝑥𝑛 = 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛,1𝑥1 + 𝑎𝑛,2𝑥2 +⋯+ (𝑎𝑛,𝑛 − 𝜆)𝑥𝑛 = 0.

Έτσι, βλέπουμε ότι ο ιδιοχώρος𝑉(𝜆) είναι ο χώρος λύσεων του παραπάνω ομογενούς γραμμικού συστήματος.
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Παράδειγμα Α.29. Θεωρούμε τον ενδομορφισμό

𝑓 ∶ R3 ⟶ R3, (𝑥, 𝑦, 𝑧)⟼ (2𝑥 + 𝑦, 𝑦 − 𝑧, 2𝑦 + 4𝑧).

Θα προσδιορίσουμε τις ιδιοτιμές του και τους αντίστοιχους ιδιοχώρους.
Πρώτα θα υπολογίσουμε τον πίνακα του 𝑓 ως προς την κανονική βάση 𝑒1 = (1, 0, 0), 𝑒2 = (0, 1, 0), 𝑒3 =

(0, 0, 1). Έχουμε

𝑓(𝑒1) = (2, 0, 0) = 2𝑒1
𝑓(𝑒2) = (1, 1, 2) = 𝑒1 + 𝑒2 + 2𝑒3
𝑓(𝑒3) = (0, −1, 4) = −𝑒2 + 4𝑒3

και επομένως ο πίνακας του 𝑓 ως προς την κανονική βάση (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) είναι

𝑀 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 0
0 1 −1
0 2 4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του 𝑓 είναι

𝑃𝑓(𝜆) =
|
|

2 − 𝜆 1 0
0 1 − 𝜆 −1
0 2 4 − 𝜆

|
|
= (2 − 𝜆)(𝜆2 − 5𝜆 + 6) = −(𝜆 − 2)2(𝜆 − 3).

Συνεπώς, οι ιδιοτιμές του 𝑓 είναι 𝜆 = 2, 3.
Ο ιδιοχώρος𝑉(2) είναι το σύνολο των τριάδων (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R

3 που είναι τέτοιες, ώστε

(2 − 2)𝑥1 + 𝑥2 = 0
(1 − 2)𝑥2 − 𝑥3 = 0
2𝑥2 + (4 − 2)𝑥3 = 0.

Οπότε, παίρνουμε 𝑥2 = 𝑥3 = 0 και κατά συνέπεια

𝑉(2) = {𝑘(1, 0, 0)/ 𝑘 ∈ R}.

Ο ιδιοχώρος𝑉(3) είναι το σύνολο των τριάδων (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ R
3 που ικανοποιούν τις ισότητες

(2 − 3)𝑥1 + 𝑥2 = 0
(1 − 3)𝑥2 − 𝑥3 = 0
2𝑥2 + (4 − 3)𝑥3 = 0.

Έτσι, παίρνουμε 𝑥1 = 𝑥2 και 𝑥3 = −2𝑥2. Επομένως

𝑉(3) = {𝑘(1, 1, −2)/ 𝑘 ∈ R}.

Βιβλιογραφία

[1] Banchoff T.F. και J. Wermer.Η Γραμμική Άλγεβρα μέσω Γεωμετρίας. Leader Books, 2009.

[2] S. Lang. Introduction to Linear Algebra. Springer Verlag, 1986.

[3] Α. Πάπιστας. Εισαγωγή στη Γραμμική Άλγεβρα. Εκδόσεις Τζιόλα, 2019.

[4] Δ. Πουλάκης. Άλγεβρα. Εκδόσεις Ζήτη, 2021.

[5] Σ. Μποζαπαλίδης. Εισαγωγή στη Γραμμική Άλγεβρα. Εκδόσεις Αϊβάζη, 2010.



212 ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ



ΕΥΡΕΤΗΡΙΟ

άθροισμα υποχώρων, 202
ακολουθία κόμβων, 127
αλγόριθμος του Aitken, 147
αλγόριθμος του de Casteljau, 101, 169, 187
αλγόριθμος υποδιαίρεσης, 175
απλός κόμβος, 127
βάση διανυσματικού χώρου, 204
βαρυκεντρικές συντεταγμένες, 18
βαρύκεντρο τριγώνου, 25
βασική B-spline συνάρτηση, 138
γραμμική απεικόνιση, 206
γραμμική θήκη, 202
γραμμικοποίηση, 60, 79
γραμμικοποίηση ομοπαραλληλικού χώρου, 53
γραμμικός συνδυασμός διανυσμάτων, 202
γραμμικώς ανεξάρτητο σύνολο, 203
γραμμικώς εξαρτημένο σύνολο, 203
γωνία τετραγωνικού τεμαχίου, 192
γωνία τριγωνικού τεμαχίου, 174
διάγραμμα του de Casteljau, 107
διάνυσμα, 1
διάσταση ομοπαραλληλικού χώρου, 1
διανυσματικός υποχώρος, 201
διαστολή, 46
ευθύ άθροισμα υποχώρων, 202
ευθύγραμμο τμήμα, 25
εφαπτομένη ευθεία, 117
θεώρημα τουΜενελάου, 31
θεώρημα του Θαλή, 27
θεώρημα του Ceva, 33
θεώρημα του Desargues, 32
θεώρημα του Πάππου, 29

ισοπαραμετρική καμπύλη, 182
ίχνος, 83
ίχνος επιφάνειας ολικού βαθμού, 163
καμπύλη B-spline, 128
Καρτεσιανές συντεταγμένες, 17
κεντρομόλος παραμετροποίηση, 161
κυκλική B-spline καμπύλη, 132
κυκλική ακολουθία κόμβων, 131
κυρτό κάλυμμα, 11
κυρτός συνδυασμός, 11
κόμβος, 127
μέσο, 22
μορφή του 𝐵�́�𝑧𝑖𝑒𝑟 της 𝐹 ως προς το ομοπαραλληλικό

πλαίσιο (𝑟, 𝑠)., 93
νόμος του παραλληλογράμμου, 5
ομογενοποίηση, 60, 79
ομογενοποίηση ομοπαραλληλικού χώρου, 53
ομοθεσία, 46
ομοιόμορφη ακολουθία κόμβων, 127
ομοπαραλληλική μορφή, 48
ομοπαραλληλική πολυωνυμική απεικόνιση, 73
ομοπαραλληλικό σύστημα συντεταγμένων, 17
ομοπαραλληλικός αυτομορφισμός, 43
ομοπαραλληλικός ισομορφισμός, 43
ομοπαραλληλικός χώρος, 1
ομοπαραλληλικώς ανεξάρτητα σημεία, 17

παράγωγος, 115
παραλληλόγραμμο, 36
παραμετροποίηση, 161
παραμετροποίηση μήκους χορδής, 161
παραμετροποιημένη πολυωνυμική επιφάνεια, 187
πολλαπλότητα κόμβου, 127

213



214 ΕΥΡΕΤΗΡΙΟ

πολυωνυμική επιφάνεια ολικού βαθμού, 163
πολυωνυμική καμπύλη, 83
πολυώνυμα του Bernstein, 87, 165
πολυώνυμα του Hermite τρίτου βαθμού, 152
πολυώνυμο του Lagrange, 149
πολύγωνο ελέγχου, 107
πραγματικός γραμμικός χώρος, 199
πραγματικός διανυσματικός χώρος, 199
πυρήνας, 48
σημεία ελέγχου του 𝐵𝑧𝑖𝑒𝑟, 86
σημεία ελέγχου, 183
σημείο, 1
σημείο ελέγχου του de Boor, 129
στοιχειώδεις συμμετρικές απεικονίσεις, 64
ταυτότητα του Chasles, 5
τετραγωνικό δίκτυο ελέγχου, 183
τετραγωνικό τεμάχιο επιφανείας, 192
τμήμα, 83
τμηματικά πολυωνυμική καμπύλη, 128
τρίγωνο, 25
τρίγωνο αναφοράς, 164
τριγωνικό δίκτυο ελέγχου, 166
τριγωνικό τεμάχιο επιφανείας, 174


	Εισαγωγή
	Ομοπαραλληλικοί Χώροι
	Ορισμοί - Παραδείγματα
	Βαρύκεντρα
	Ομοπαραλληλικοί Υποχώροι
	Ομοπαραλληλικά Πλαίσια
	Ασκήσεις-Εργασίες
	Ασκήσεις

	Κλασικά Θεωρήματα
	Βαρύκεντρο τριγώνου
	Το Θεώρημα του Θαλή
	Το Θεώρημα του Πάππου
	Το Θεώρημα του Μενελάου
	Το Θεώρημα του Desargues
	Το Θεώρημα του Ceva
	Ασκήσεις-Εργασίες
	Ασκήσεις

	Ομοπαραλληλικές Απεικονίσεις
	Ορισμός - Βασικές Ιδιότητες
	Ομοπαραλληλικές Ομάδες
	Ομοπαραλληλικές Μορφές
	Ασκήσεις-Εργασίες
	Ασκήσεις

	Γραμμικοποίηση Ομοπαραλληλικού Χώρου
	Κατασκευή της Γραμμικοποίησης
	Βάσεις του διανυσματικού χώρου E
	Γραμμικοποίηση Ομοπαραλληλικών Απεικονίσεων
	Ασκήσεις-Εργασίες
	Ασκήσεις

	Πολυομοπαραλληλικές Απεικονίσεις
	Πολυγραμμικές και Πολυομοπαραλληλικές Απεικονίσεις
	Πολικές Μορφές
	Γραμμικοποίηση
	Ασκήσεις-Εργασίες
	Ασκήσεις

	Πολυωνυμικές Καμπύλες
	Καμπύλες και Σημεία Ελέγχου
	Πολυώνυμα του Bernstein
	Ένας Χαρακτηρισμός των Πολυωνυμικών Καμπυλών
	Μορφή του Bezier
	Ασκήσεις-Εργασίες
	Ασκήσεις

	Αλγόριθμοι και Παράγωγοι Καμπυλών
	Αλγόριθμος του de  Casteljau
	Η Περίπτωση m=2
	Η Περίπτωση m = 3
	Η Γενική Περίπτωση

	Αλγόριθμος Υποδιαίρεσης
	Αλγόριθμος του de Boor
	Παράγωγος Καμπύλης
	Συνένωση Καμπυλών
	Ασκήσεις-Εργασίες
	Ασκήσεις

	Αλγόριθμοι και Παράγωγοι Καμπυλών
	Άπειρες Ακολουθίες Κόμβων
	Ειδικές Ακολουθίες Κόμβων
	Κυκλικές Ακολουθίες Κόμβων
	Πεπερασμένες Ακολουθίες Κόμβων

	Σημεία και Κόμβοι
	Υπολογισμός Σημείων
	Εισαγωγή Κόμβων
	Ιδιότητες των B-spline Καμπυλών

	Β-spline συναρτήσεις
	Ασκήσεις

	Καμπύλες Παρεμβολής
	H Mέθοδος του Vandermonde
	Ο Αλγόριθμος του Aitken
	Τα Πολυώνυμα του Lagrange
	Κυβική Παρεμβολή του Hermite
	Κυβική B-spline Παρεμβολή
	Ασκήσεις

	Πολυωνυμικές Επιφάνειες
	Επιφάνειες Ολικού Βαθμού σε Πολική Μορφή
	Αλγόριθμος του de Casteljau για Επιφάνειες Ολικού Βαθμού
	Η Περίπτωση m=2
	Η Γενική Περίπτωση

	Αλγόριθμος Υποδιαίρεσης για Επιφάνειες Ολικού Βαθμού
	Διπολυωνυμικές Επιφάνειες σε Πολική μορφή
	Αλγόριθμος του de Casteljau για Διπολυωνυμικές Επιφάνειες
	Αλγόριθμος Υποδιαίρεσης για Διπολυωνυμικές Επιφάνειες
	Ασκήσεις

	Πραγματικοί Διανυσματικοί Χώροι
	Ορισμοί - Βασικές Ιδιότητες
	Διανυσματικοί Υποχώροι
	Βάση Διανυσματικού Χώρου 
	Γραμμικές Απεικονίσεις
	Πίνακες και Γραμμικές Απεικονίσεις

	Ευρετήριο



